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ENDEKS 


ÖNSÖZ 


Son yirmi yılda bilgisayarlar da gözlenen hızlı teknolojik gelişme bunların bütün alan- 
lara aynı hızla yayılmasına neden olmuştur. Gelişmiş ülkelerde mühendisliğin bütün alan- 
larında hem mühendislik hizmetleri hem de tasarım da bilgisayar kullanımı hayatın bir 
parçası olmuştur. 


Ülkemizin de gelişmiş ülkeleri teknolojik olarak yakalayabilmesi, bilgisayarların her 
sektörde olduğu gibi mühendislikte de etkili ve verimli bir şekilde kullanılması şarttır. 
Özellikle mühendislik te bilgisayarların kullanımı sadece bir takım özel hizmetler için 
hazırlanmış paket programların kullanılması şeklinde olması yetersizdir. Mühendisin ih- 
tiyacı olan çeşitli matematiksel operasyonların (İnterpolasyon, İntegrasyon, Denklem sis- 
temi çözümü, En küçük kareler metodu, vs.,) doğru ve hızlı bir şekilde yapılabilmesi 
için bu operasyonları bilgisayar ile yapacak metodları ve onları programlamasınıbilmesi 
gerekmektedir; çünkü bu tür problemlerin dershanelerden yetişen ve mühendislik eğitimi 
olmayan programcılar tarafından programlanması mümkün değildir. Bu nedenle, yetişen 
mühendislere hem bu metodları hem de bunların programlanmasını işlemek zorundayız. 
Çünkü bu genç kuşak mühendisler Türkiye yi 2000'li yılların ilk çeyreğine kadar taşıyacak 
ve 2000'li yıllara damgalarını vuracaklardır. 


Bu kitap hem mühendislik eğitiminde hem de mühendislik esnasında karşılaşılabilecek 
çeşitli matematiksel işlemler için metodlar ve bu metadlara ait BASIC programları ver- 
ilmiştir. Programların BASIC dilinde yazılmalarının nedeni halen birçok üniversitede 
mevcut olan çok sayıda bilgisayarın BASIC dilinde programlanabilmesi ve üniversitelerde 
özellikle lisans eğitiminde BASIC programlama dilinin verilmesidir. Çoğu metodlar için 
algoritmalar da verilerek öğrenciye başka dillerde de metodları programlayabilme olanağı 
verilmektedir. Kitap, Anadolu Üniversitesi, Mühendislik Mimarlık Fakültesi, Makina 
Mühendisliği Bölümünde 5.nci yarıyılda verilen Nümerik Analiz dersi için hazırlanmıştır. 
Kısmi diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri lisans üstü eğitiminde verildiğinden, 
nümerik analizin bu ileri kısmına kitapta yer verilmemiştir. 


Bu kitabın hazırlanması esnasında bana desteğini eksik etmeyen eşim Leslie'ye, bu 
kitabı hazırlamam için beni teşvik eden arkadaşlarım Doç. Dr. Orhan Şerif KOMAÇ, 
Doç. Dr. L. Berrin ERBAY ve Doç. Dr. Bilal PAR'a, ve çeşitli tavsiye ve düzeltmelerde 
bulunan arkadaşım Yrd. Doç. Dr. İlker GÜRKAN'a, ayrıca kitabın basılması esnasında 
yardım ve tavsiyelerini eksik etmeyen Prof. Dr. Atalay BARKANA ve Yrd. Doç. Dr. 
Nevzat KIRAÇ'a teşekkürü bir borç bilirim. 


Doç. Dr. Zekeriya ALTAÇ 


Eylül, 1993, Eskişehir 
Düzeltilmiş 2.ci baskı 


Bölüm 1 


SONLU FARKLAR İLE 
HESAPLAR 


Türev ve diferansiyel hesaplar bir bilgisayar programı aracılığı ile yapılmak istendiğinde 
bunlar geleneksel matematiksel yöntemler ile yapılamamaktadır. Yani, bir integrali veya 
türevi analitik olarak hesaplayamayız. İşlemlerimizi bilgisayarın yapabileceği hesaplamalar 
cinsinden ifade etmemiz lazımdır. Bu hesaplamalar ve teknikler nümerik analiz bilim- 
inin kapsamını oluşturmaktadır. Bu nedenle nümerik analizde sıkça kullanılan sonlu fark 
formüllerine öncelikle değineceğiz. 


1.1 İLERİ VE GERİ FARK FORMÜLLERİ 


Analitik olan bir f/(&) fonksiyonunu 2'in civarında Taylor serisine açarsak; yani, 


h? hö 
31 j (e) - 31 (a) tk... (L.1) 


Fakh)—f(a)*hf'(a) 4 
ve Denklem (1.1)'den /”() terimini çekecek olursak, 


/ o fa h)— fa) hey h? 
e) 21”) - 7 
bulunur. Burada O(h) notasyonunu kullanırsak ki bu notasyonun anlamı yapılan işlemdeki 
hata / ile orantılıdır (Hata—K -h, K #0). Genellikle hata metrebesi O(h) tır da denir. 
Bu tanımın yardımıyla 

fh) — fa) 


fa) soy (13) 


şeklinde de gösterilebilir. Burada dikkat edilecek nokta, Denklem (1.2)'de Taylor serisin- 
deki diğer terimlerin ihmal edilmesidir. Türevde hatayı kontrol eden kısım (yani, dominat 
hata terimi) —h/f”(x)/2 olup, bu hata h'ın değerinin değiştirilmesiyle kontrol edilebilir. 
Diğer bir deyişle, /”() /2 terimi sabit olup, hata sadece W'ın değerine bağlıdır: h ne kadar 
küçük seçilirse hata da o kadar küçük olacak, sonuçta türev de o derecede hassas hesa- 
planacaktır. Burada yapılan hataya Kesme Hatası denir. Bu deyim Taylor serisinin belirli 


(a)... (1.2) 


5 
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bir noktada kesilmesinden ve yüksek dereceden mertebeli terimlerinin ihmal edilmesinden 
ötürüdür. 


Şimdi kolaylık sağlaması bakımından yeni bir indisli gösterimi benimseyelim. 
fa) fi, Hakh)— fişi 


Bu yeni gösterimle birinci dereceden türev aşağıdaki şekilde yazılabilir. 


f/— bah, fi O(h) (1.4) 
Bu türev formülüne ileri fark formülü denir, çünkü fonksiyonun türevi hesaplanacak nok- 
tanın ve h kadar ilerisinde yer alan fonksiyon değeri kullanılmaktadır. Formülasyonda 
daha da kolaylık sağlamak için ileri fark adı verilen, aşağıdaki şekilde tanımlanan operatör 
verilmektedir. 
BES e 


Operatörün kullanımıyla /; için elde edilen ifade, 


Afi 


VI 


- Ofh) (1.5) 


şeklinde basitçe gösterilebilir. Aynı şekilde f() fonksiyonunu (x — h)'ta Taylor serisine 
açacak olursak, 


h? hö 
Heh) He) he e. (8.6) 
ve Denklem (1.6)'dan f”(x) terimini çekersek, 
1) — f(z— Z 
Je) < Je) l 2 | 2f"(a) | a. (1.7) 
veya > 
pa) İDİM ora) (1:8) 


ya da indisli gösterim ile, 


Hİ son) (1.9) 


türev ifadesi bulunur. Bu türev e de geri fark formülü denir. Aynı şekilde bu 
isimlendirme fonksiyonun türevi alınacak noktanın ve h kadar gerisinde yer alan fonksiyon 
değerinin kullanılmasından kaynaklanmaktadır. 


Benzer şekilde geri fark operatörü aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 
Vfhzfh— fiz 
Dolayısıyla, // için elde edilen ifade, 


Vİ 
h 


fi > > 4 Olh) (1.10) 
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şeklinde de yazılabilir. 


Şu ana kadar sadece birinci dereceden fonksiyon türevleri için fark formüllerini türet- 
tik. f(&) fonksiyonunun ikinci dereceden türevi için fark formülünün türetilmesinde yine 
Taylor serisinden faydalanacağız. f/(x)'in (2 4 h)'taki Taylor serisini yazalım. 


RR h3 
feth) — fa) hile) ia) fa)... (LI) 
Ayrıca Taylor serisini (x -- 2h) için açarsak, 
2 3 
ya vi Pa) 4 Si Pa)... (1.12) 


elde ederiz. 


Denklem (1.11)i 2 ile çarpıp, Denklem (1.12)'den çıkartacak olursak /”(x)Y'lü terim 
yok edilip, f”(x) terim buradan çekilir. 


fr 2h)—2f( hh) 4 f(a) 
? 


a) hf”(a)*... il) 


veya indisli gösterimle, 
fik 2fişı hi 
ve 2 - O(h) (1.14) 
Böylece f” için hata mertebesi O(h) olan bir ileri fark formülü bulmuş olduk. Gösterimde 
basitleştirme için bir noktaya dikkat edilmelidir. Denklem (1.14)'ün pay kısmı ile ileri fark 


operatörü arasında bir ilişki vardır, ve bu ilişki aşağıdaki şekilde verilmektedir. 


fiya — 2 Ki Aİ 
Bu ilişkinin varlığını operatörler yardımıyla şöyle gösterebiliriz. 
A AÇA AŞ Aa A) Ai AŞ 


veya 


fi (ie — fişi) — ia — fi) > fis — 2 $ fi 


Bu ispattan hareketle ikinci dereceden türev için mertebesi O(h) olan formülün basit 
gösterimi 
MN a; i 
pa h2 
olmaktadır. Daha yüksek dereceden türevler için ileri veya geri fark formüllerinin türetil- 
mesinde aşağıdaki rekürans bağıntılarını kullanabiliriz. 


4 Ofh) (1.15) 


A AÇA) 
VENN) 


Bu bağıntıların getirdiği avantaj herhangi bir mertebeden fark formülünün türetilme- 
sinde Taylor serisine sık sık başvurma gereksiniminin ortadan kaldırılmasıdır. 
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Herhangi bir dereceden hata mertebesi O(h) olan ileri ve geri fark formüllerinin en 
genel şekilde 


Mi Af, 

Ni O 4 Of) (1.16) 
fi Vi 

52 40) (1.17) 


ifadeleri ile verilmektedir. 


1.2 YÜKSEK MERTEBEDEN İLERİ VE GERİ FARK FOR- 
MÜLLERİ 


Türev ifadeleri için O(h) mertebesinde fark formülleri yukarıda elde edildi. Daha doğru; 
yani hata mertebesi daha yüksek ve hata miktarı daha düşük, olan fark formüllerini Taylor 
formülündeki terim sayısını arttırarak elde ederiz. Hatırlayacak olursanız konumuzun 
başında Denklem (1.2) ile verilen birinci dereceden türev formülünü elde etmiştik. 


LI :— TL : 
e ay 


Fa)... (1.18) 


Denklem (1.18)'de f”(.) için elde ettiğimiz ifadeyi, yani Denklem (1.13Y'ü, yerine 
koyarsak, 


Ha h)— f(a) hff(e42h)—2f( hh) 4 fa) 


fa) — 7 5 7 (a)... 
K h> gl 1 19 
ve Denklem (1.19)'u ortak çarpanlar altında toplarsak, 
— — 2 


2h 3 


elde edilir; dolayısıyla, f” için hata mertebesi O(h2) olan ileri fark formülü 


Jişa k Afişi — 3fi 
oh ” 


O(h) (1.21) 
şeklinde basitçe gösterilir. Benzer şekilde geri fark formülü hata mertebesi O(h2) olacak 
şekilde veya daha yüksek mertebeden ifadeler türetilebilirler. // için türetilen ve hata 
mertebesi O(h?) olan geri fark formülü: 


r gi2— Afi 8 


i 2 
f — Ol) 


olarak bulunur. 
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1.3 MERKEZİ FARK FORMÜLLERİ 


Analitik olduğu kabul edilen f(«) fonksiyonunu &'in h civarında (h kadar ileri ve gerisinde) 
Taylor serilerini göz önüne alacak olursak, 


h? > 

Ha 4k) — Ha) 4 hf) 4 771) 4 7) 4. (1.22) 
h? > 

Ha - h)— fa) — hf) 4 771) - Gla) 4. (1.23) 


Denklem (1.22)'den Denklem (1.23)'ü çıkartırtılmasıyla Denklem (1.24) elde edilir. 


3 
Hakh)—f(e—h) — 211'de) KEİ e.. (1.24) 
Denklem (1.24)'ten f”(x) çekilirse, 


Hakh)—fa—h) 
2h 6 


Fa) — (a)... (1.25) 


veya indisli gösterimle, 
Je Baha < O(h) (1.26) 


şeklinde yazılabilir. 


Fark formülünün bu gösterimine merkezi fark formülü denir. o Aynı şekilde Taylor 
serileri, yani Denklem (1.22) ile Denklem (1.23), toplanarak /”(x)Y'li terimler yok edilip 
f"(x)'li terimin çekilmesiyle, 

». fişı-2hkfizi 


e 3 KOM) — 


öf 
h2 


 O(h) (a7) 


fonksiyon için ikinci dereceden merkezi fark formülü elde edilir. Merkezi fark operatörü 6 
ile gösterilmekte olup işlevi aşağıda verilmektedir. 


Öfke Z fişi ji 


Mümkün olan yerlerde merkezi fark formüllerinin kullanılması türevlerin nümerik 
hesaplarında yapılan kesme hatasının azaltılmasından dolayı tercih edilmelidir. 


Daha yüksek dereceden türev formülleri için en genel merkezi fark formülleri ileri ve 
geri fark operatörleri cinsinden şu şekilde verilmektedir. 


d"fi  V"İiknpa KAİ ne 
dan 2hn 
AR Viya lazıy) 


m 2 2 ; 
im — 5 *-O(h),  n tek ise (1.29) 


-O(M),  n çift ise (1.28) 
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ÖRNEK 1. Seri açılımları yardımiyle hesaplanan fonksiyon değerlerinde genellikle 
serinin sonlu terimleri alınır; diğer terimler ihmal edilir. Bu hesaplamalarda yapılan kesme 
hatasının büyüklüğünü ve dominant hata teriminin kesme hatası içindeki payını araştırınız. 


ÇÖZÜM: Bu örnek için e” fonksiyonunun seri açılımını inceleyelim. 


Şimdi e sayısını bu seride x — 1 ve serinin ilk dört terimini alarak hesaplayalım. Bu 
durumda e sayısı, 


Iı 1 
kele e aveoeep 


bulunur. Serideki beşinci terim, 1/24, yapılan hatanın 680'nini oluşturmaktadır (Beşinci 
terimin hata yüzdesi—(1/24) /(e-2.666666) x100). Bunun anlamı seriyi kestiğimiz nok- 
tadan bir sonraki terim yapılan hatanın büyük bir oranını teşkil etmektedir. İlk beş terim 
ile yapılan hesapta e sayısı 2.71828 bulunur. Bir sonraki terim, 1/120, benzer şekilde 
yapılan hata hesabıyla kesme hatasının bu kez X83'ünü oluşturuyor. İşte bu nedenle biz 
türev ifadeleri için bulduğumuz fark formüllerinde türev hesabında yapılan hatayı seriyi 
kestiğimiz noktadan sonraki terimi alarak yapıyor ve "hatayı kontrol eden terim'dir diy- 
oruz. Eğer biz bu dominant hata terimini mümkün mertebe düşük tutarsak kesme hatası 
da o mertebede az olacaktır. 


ÖRNEK 2. f (1) — e” fonksiyonunun türevini x—I1 noktasında değişik h değerleri 
için ileri ve merkezi fark formüllerini kullanarak ve dominant hata terimlerini de katarak 
hesaplayınız. Her iki formül ile bulduğunuz sonuçları irdeleyiniz. 


ÇÖZÜM: e” fonksiyonunun x—1 deki türevi için ileri fark formülü dominant hata 
terimi ile beraber aşağıdaki gibi yazılabilir. 


14h h 
a — e Hata, Hata— e 
h 2 
Merkezi fark formülü ise 
ışh ih 4 
iy ij Hata — 2“ 
f (1) 51 4 Hata, ata 3 


dir. e“'in ikinci ve üçüncü türevleri x—1'de e olduğundan dolayı e sayısı hata terimlerinde 
gözükmektedir. 


Formüllerde küçülen h değerleri için türev değerleri hesaplanmış ve Tablo 1.1 ile 1.2 
de verilmiştir. 


Tablolardan görüldüğü üzere merkezi fark formülü ile yapılan türev hesabındaki dom- 
inant hatalar daha küçülmektedir. Her iki formülde de h'ın küçültülmesiyle hata da 
küçülmektedir, fakat merkezi farklar ile verilen formüllerde küçülme daha hızlı olmaktadır. 


1.3. MERKEZİ FARK FORMÜLLERİ u 


Tablo 1.1: İleri Fark Formülü ile türev ve hata hesabı. 


Hesaplanan Hata Terimi 
h TT) -h e/2 
10“! 2.85884 -0.13591 
1 2.73192 -0.01359 
iy 2.71960 -0.00135 
ir 2.71900 -0.00013 


Tablo 1.2: Merkezi Fark Formülü ile türev ve hata hesabı. 


Hesaplanan (oOHata Terimi 

h f0) -h> e/6 
101 | 2.722814 o -4.5304x10-“ 
102 | 2.718330 Oo -4.5304x10-“ 
10-5 | 2.718250  -4.5304x10-7 


Bu hesapları başka fonksiyonların birinci veya daha yüksek dereceden türevlerine de uygu- 
lamamız mümkündür. Sonuç her zaman için bu örnekten çıkartılan sonuç doğrultusunda 
olacaktır. 


ÖRNEK 3. Aşağıda tablo halinde verilen fonksiyonun her x noktası için birinci 
dereceden türevini hata mertebesi O(h?) olacak şekilde hesaplayınız. 


0 1 2 3 4 
xy |O 025 050 075 100 
fe) 0 02474 04794 0.6816 0.8414 


ÇÖZÜM: Hata mertebesi O(h2) istendiğinden, 
—f4Afı—3fç  —0.A794 4 4(0.2474) — 3(0) 


#0) — fo — > e — 1.0204 
f'(0.25) — f/ — Re — a 0 - 0.9588 

MOS) 4 h ll e 

POH ii N pp 2 2 iğ 

PA BE vi Bfa — 0.4794— a 4 (0.8414) oesay 


bulunur. f(x) fonksiyonu sin & olduğuna göre gerçek türev değerlerini hesaplayarak karşı- 
laştırınız. 
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Burada dikkat edilecek bir nokta da şudur: orta noktalar için hata mertebesi O(/h2) 
olan fark formülleri kullanmışken sınırlarda da yine hata mertebesi O(h?) olan ileri ve geri 
fark formüllerini kullandık. Türevler için kullandığımız fark formülleri her nokta için aynı 
hata mertebesinden olmasına dikkat edilmelidir. Eğer bir diferansiyel denklem çözüyor 
olsaydık ve sınırlar için hata mertebesi O(h) olan fark formüllerini kullansaydık, o zaman 
diferansiyel denklemin çözümündeki hata mertebeside orta noktalar için kullanılan fark 
formüllerinden bağımsız olarak O(h) olacaktı. 


Program 1. Örnek 3 ile verilen problem için hazırlanan BASIC program örneği. 


10 H-0.25 : N-4 
20 DIM F(N),FT(N) 

30 FOR 1-0 TO N: READ F(1): NEXT I 

40 FT(0)>(-F(2)444F(1)-34F(0)) /(2*H) 

50 FOR 1-1 TO 3 

60 FT(I)-(F(111)-F(1-1))/(24H) 

70 NEXT I 

80 FT(N)-(F(N-2)-44F(N-1)434#F(N) ) / (2xH) 

90 FOR 1-0 TO N 

100  PRINT TAB(5);IxH;TAB(15);F(I);TAB(30) ;FT(I) 
110 NEXT I 

120 END 

130 DATA 0,0.3474,0.4794,0.6816,0.8414 


1.4 FARKLAR VE POLİNOMLAR 


Türevler ve polinomlar fark denklemlerinin türetilmesine yarayan yararlı bir ilişkileri 
vardır. Eğer n.ci dereceden bir polinom oluşturacak olursak, herhangi bir noktada n.ci 
dereceden fark ifadesi sabit (h değerinden bağımsız olarak) ve n.ci türeve eşit olacaktır. 
Örneğin, f(x) için ileri fark formülü hata derecesi O(h?) olarak bulunabilmesi için polino- 
mun da derecesi ikinci dereceden olmalıdır. Böylece, polinomumuzu aşağıdaki gibi ikinci 
dereceden seçersek, 

Ha) zar? 4bx kc (1.30) 


Bu polinomun değerlerini e — 0, h, 2h de araştıralım (x;—0 olarak alıyoruz, böylece, 
Vei > İva Ok olür); 


— fi—c (1.31) 


) 
İh) — fiz sah” bh kc (1.32) 
İ(2h) — fiya — dah? $2bh $c (1.33) 
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Burada elde edilen son üç denklem üç bilinmeyenli bir lineer sistem oluşturmakta olup, 
a, b, c bilinmeyenlerini kolaylıkla bulunur. Şimdi f(x) fonksiyonunun türevini x; de 
araştıdığımızda (bu işlemde f”(0)'a denktir), o zaman 


— fik Afişi — 3fi 
oh 


O) > >b- (1.34) 
bulunur. Elde edilen bu ifade ise, bizim Taylor serisinden elde ettiğimiz ifade ile aynı 
olduğu görülür. Bu polinom yaklaşımı özellikle verilerin eşit aralıklarla dağılmadığı du- 
rumlar için fark formüllerinin türetilmesinde çok faydalıdır. 


ÖRNEK 4. f (7) — 2? nin türevinin merkezi fark formülü ile hesaplanması duru- 
munda türevde yapılan hatayı araştırınız. 


ÇÖZÜM: Polinomlar yardımıyla Kısım 1.4”teki şekilde birinci ve ikinci türev formül- 
lerini merkezi fark için türetecek olursak, merkezi fark formüllerinin aynısını elde ederiz. 
O halde 


e hafi Gt h2—(a—h) 


oh oh 
© a242ha4h?—(22—2hx4h2) Ah 5 
© 7 m gi 
ve 
nn fa-2fhitfia (*h”—2 (a—h) 
fi — p2 nz ız 
22 -2hz4h2—22422—Oohr4h? oR 


bulunur. Görülüyor ki bu fark formülleri ile yapılan türev hesabı analitik türev değerlerine 
eşittir. Nedeni ise formüllerin hata mertebelerinin O(42) olmasıdır. Bunun bir diğer an- 
lamıda bu mertebeye kadar olan polinomların türevlerinin hatasız olarak hesap edilebilme- 
sidir. Örnegin hata mertebesi O(h9) olan bir fark formülü ile türev hesap edilmek is- 
tenirse dördüncü dereceden polinomun türevi h'ın değerinden bağımsız ve tam olarak 
hesap edilebilecektir. 


Bu örnekği fonksiyonu f(x) — ” alarak tekrarlayacak olursanız, bu durumda türev 
için bulunan ifadenin kın fonksiyonu olarak bulunacağını göreceksiniz. Bunun da anlamı 
nümerik türev alırken h'ın küçük olması gerektiğidir. 


ÖZET 


Nümerik türev alma işlemi eğer fonksiyon biliniyorsa (yani, analitik olarak verilmiş 
ise) bu bölümde bahsedilen herhangi bir türev formülü kullanılabilir. Burada önemli 
olan nokta hk değerinin mümkün olduğu kadar küçük seçilmesidir. h'ın küçüklüğü de 
bilgisayarın matematiksel işlem prosesörü ile sınırlıdır. Merkezi fark formülleri her zaman 
tercih edilmelidir. 
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Fonksiyon analitik olarak bilinmiyor, sadece bir Ja, b) kapalı aralığında eşit veya eşit 
olmayan aralıklarla kesikli dağılımı biliniyorsa, uygun fark formülleri kullanılarak türevler 
hesaplanabilir. Örneğin, & — «'da merkezi fark ve geri fark formülü kullanılamaz, çünkü 
fonksiyonun x — a'dan önceki fonksiyon değeri veya değerleri bilinmemektedir. Bu ne- 
denle, & — «'da ileri fark formülü kullanılmalıdır. Aynı şekilde x — b de ileri ve merkezi 
fark formülleri yerine geri fark formülleri kullanılmalıdır. a < x < b'deki herhangi bir 
nokta için hem sağ hem de solundaki fonksiyon değeri mevcut olacağından merkezi fark 
formülleri kullanılabilir. 


Çeşitli hata mertebelerinde verilen ileri, geri ve merkezi fark formülleri aşağıda özet 
olarak verilmiştir: 


Merkezi fark formülleri (O(h2) hata mertebeli): 


pi Ni 
hi 2h 
n. Fa -2h ji 
m İü2- 2fişa K2fia — fiz 
z 2h3 
(0. fişa — 4fiş1 k6fi— Afi 4 fa 
i nz hi 
İleri Fark Formülleri: 
fi — Bah - Ofh) 
ie — fino v —3fi 4 O(R) 
re 2fia3 — Of e 18 — 11; - O(k3) 
6h 
Geri Fark Formülleri: 
e pa 4 Olh) 
if i— 
e 3f aI 2 4 O(h2) 
114; — 18/4; i—-2 7 2İi 
pe fi — 18f m 5— 2) 3 4 O(h3) 


Dağılımı verilmiş veri guruplarının türevlerini hesaplarken dağılımın eşit aralıklarla 
olup olmadığına dikkat edilmelidir. Bu bölümde çıkartılan fark formüllerinin hepsi eşit 
aralıklarla dağılmış kesikli veri dağılımları içind geçerlidir. Aksi durumlar için ileri, geri 
veya merkezi fark formülleri polinomlar yardımıyla türetilmelidir. 
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PROBLEMLER 


1.1 döf; /dx9 türevini hesaplamak için hatanın mertebesi O(/) olan ileri fark formülünü 
ve O(h2) olan merkezi fark formülünü türetiniz. 


1.2 f'(x) türevini hata mertebesi O(hö) olan bir merkezi fark formülü türetiniz. 


1.3 Bir f(x) fonksiyonu için herhangi bir &; noktasında h—0.1 alındığında A f; /h—0.23751 
ve V/;/h — 0.24369 olarak hesaplanıyor. Bu fonksiyonun birinci ve ikinci türevlerini 
merkezi farklar ile O(h?) mertebesinde hesaplayınız. 


1.4 Herhangi bir fonksiyonun herhangi bir dereceden türevi için türetilen fark formüller- 
indeki katsayıların toplamı her zaman sıfırdır. Neden? 


1.5 Eşit aralıklarla dağılmamış bir veri gurubunun birinci ve ikinci dereceden türevlerini 
merkezi farklar ile hesaplamak istiyoruz. Merkez nokta ile solundaki nokta arasındaki 
mesafe h“ ve sağındaki nokta arasındaki mesafe de h” ise polinomlardan faydalanarak f” 
ve f” türevleri için merkezi fark formülleri türetiniz. 


1.6 A'f; için fark ifadesini çıkartınız. 


1.7 Aşağıdaki veriler için £/(0), f(2), f(4), f”(0) türevlerini hata mertebesi O(h?) olacak 
şekilde hesaplayınız. 


mh e 2 A 
yl30 33 28 12 -22 


1.8 Aşağıdaki verilerde her bir & noktası için birinci ve ikinci dereceden türevlerini hata 
mertebesi O(h?) olacak şekilde hesaplayınız. 


#|0 05 OŞ 18 .L£ -13 
y)/1 08 02 0.25 031 0.44 


1.9 (7) 3/7 1—1 $ 2” /In(a) fonksiyonunun türevini (f(2)) e — 2'de hata mertebesi 
O((0.1)2| olacak şekilde ileri, geri ve merkezi fark formülleri ile hesaplayınız, analitik olarak 
hesaplanan türev değeri (yani, gerçek değeri) ile karşılaştırınız. 


1.10 f/'yi hata mertebesi O(h?) olan geri fark formülünü Taylor serisinden faydalanarak 
çıkartınız. 


1.11 f/ için hata mertebesi O(hö3) olan ileri fark formülünün 


 <lIfi KIS fiş — 9fik2 #2 fi 
— 6h 


fi  O(h3) 


olduğunu (4) polinomlar, (b) Taylor serisi yöntemlerini kullanarak gösteriniz. 


1.12 Bir aracın zamana bağlı olarak hızı bir araç vasıtasıyla kaydedilmiştir. Bu hız profili 
aşağıda verildiğine göre aracın ivmesini zamana bağlı olarak bulunuz. 
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#(sn) |0 25 5 7.55 10 12.5 15 17.5 20 
v(m/sn) (0 11 19 28 37 40 42 35 16 


1.13 Aşağıda dağılımı verilen fonksiyonun /; ve f/ türevlerini mümkün olan en az hata 
ile hesaplayınız. 


e (12. 15 19 2 2 28 
yola 3 22 226 dl 


1.14 Aşağıdaki kısmi türevler için ileri, geri ve merkezi fark formülleri çıkartınız. 


df 0f 2 2f iğ 


Ör” dy' 012' 0y2” dx0y 


İPUCU: Fonksiyon, f (2, y), iki değişkenli bir fonksiyon olup sadece türevi alınan değişken 
yönünde fark formülleri türetilecektir. Herhangi bir x; ve y; koordinatları için f(24, y;) — 
fij notasyonunu benimseyiniz. 


1.15 Bir f(2) fonksiyonunun 2;—0, o;41ı — h ve 1;4> — 3h olarak verilen noktalarında 
fi, fisi ve fiya gibi değerler aldığı biliniyor. Bu fonksiyonun hata mertebesi O(h2) olan 
birinci dereceden türevi için ileri fark formülünün, 


#- —Bfi b 9 fişi — fiş> 
: oh 


olduğunu gösteriniz. 


1.16 f(x) —sinl1072x fonksiyonunun x — 0 daki türevini, (/7(0)), h — 0.2 alarak ve hata 
mertebesi O(h) ve O(h2) olan ileri fark formülleri ile hesaplayınız ve analitik sonuç ile 
karşılaştırınız. Daha sonra sonuçlar üstünde tartışınız. 


Bölüm 2 


İNTERPOLASYON VE 
EKSTRAPOLASYON 


Deneyler sonunda toplanan veriler genellikle bağımsız değişkenin eşit veya eşit olmayan 
aralıklarına denk gelen sayısal değerler cinsinden elde edilirler. Araştırmacılarda genel- 
likle bu verilerin arasındaki veya aralık dışındaki değerlere ihtiyaç duyarlar. Eğer tablo 
edilmiş f(&) fonksiyonunun değerleri arasındaki bir & için fonksiyon değeri hesaplanmak 
isteniyorsa, bu işleme interpolasyon denir. Fakat x değeri fonksiyonun tablo değerlerinin 
dışına taşıyorsa bu fonksiyonun tablo dışı değerlerinin belirlenmesi işlemi de ekstrap- 
olasyon'dur. Bu bölümde interpolasyon ve ekstrapolasyon işlemlerini yapabileceğimiz 
nümerik tekniklerden bahsedeceğiz. 


2.1 FARK TABLOLARININ TÜRETİLMESİ 


Fark tabloların türetilmesine aşağıda tablo halinde verilmiş, eşit aralıklarla dağılmış, ver- 
ileri göz önüne alarak başlıyalım. 


wi EA Şe wi. 
(a) |-7 -3 6 25 62 129 


Bir ileri fark tablosu her bir x noktasında fonksiyonun ileri farkının alınmasıyla türetilebilir. 
Daha sonra birinci mertebeden farkların tekrar ileri farkı da alınarak ikinci mertebeden 
farklar vs bulunur. Yani, A2f, — Af;,ı — Af; veya A5f; — A*f;,, — A*f; şeklinde yüksek 
mertebeden farklar hesaplanır. Bu yüksek mertebeden farkların hesaplanması işlemi tek 
bir fark değeri elde edilinceye kadar devam ettirilerek tablo tamamlanır. 


Tablo 2.1 incelendiğinde ileri fark tablosunun alt yarısının boş kaldığına dikkat ediniz. 
Bunun nedeni her sütunda fark işleminden doğan bir veri eksikliğinin olmasıdır. Örneğin, 
n veri seti için birinci dereceden ileri farklardan n — 1 tane türetilebilir. İkinci mertebeden 
ileri farkların sayısı n — 2 olur. Bu fark türetme işlemi fark ifadesinden bir tane kalıncaya 
kadar devam ettirilebilir. 


17 
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Tablo 2.1: İleri Fark Tablosu. 


| fa) lAf Mf Mf Alf Mf 
O harp Bi 

ı| 3J9 10 8 4 

2) 6l|19 18 12 

3) 25/37 30 

4) 62) 67 

5) 129 


Tablo 2.2: Geri Fark Tablosu. 


|fa)lVi Vİ Vip Vip vöf 
0 -7 

1 -3 4 

2 6 9 5 

3 25 , 19 10 5 

4 62 | 37 18 8 3 

5 129 | 67 30 12 4 1 


Benzer şekilde geri fark tablosu da her x noktasında geri farkların alınmasıyla türe- 
tilebilir. Burada da yüksek mertebeden farklar bir mertebe düşük fark değerlerinin geri 
farklarının hesaplanması ile gerçekleştirilir. Sonuç Tablo 2.2 de verilmiştir. Burada da 
dikkat edilecek nokta tablonun alt yarısının dolu, üst yarısının da boş olmasıdır. 


Merkezi fark tablosu da yine aynı yolla hazırlanır. Yalnız bu tabloda herbir veri 
arasında bir boşluk bırakacak ve merkezi farkını veri guruplarının orta noktalarına yerleş- 
tirece iz. Merkezi fark operatörü ö, 6f;41/2 — fişı — fi olarak tanımlanmıştı. Burada 
fişı/2 gösterimi f;41 ile f; noktalarının orta noktasını ifade etmektedir. Benzer şekilde 
merkezi fark operatörü için rekürans bağıntısıda mevcuttur. 


A6") <6 


Bu bağıntının kullanılmasıyla daha yüksek mertebeden merkezi farklar türetilebilirler. 
Normal merkezi farklar tablosu Tablo 2.3 te gösterildiği şekilde hazırlanır fakat merkezi 
farkların doğası itibariyle türevler iki verinin orta noktası için hesaplanırlar ve bu da 
bazı xw; verilerinin belirli mertebelerde merkezi farklarının hesapnanamasına neden olur. 
Örneğin, Tablo 2.3'ü incelediğimizde x — 2 noktası için öf ve 69f, x — 2.5 için de 62f ve 
6 f farklarının bilinmediği görülür. 

Yukarıda bahsedilen nedenlerden dolayı her bir x noktasının merkezi farklarını hesap- 
lamak; Tablo 2.3'teki boşlukları doldurmak için boş yerlerin altta üstte yer alan farkların 
aritmetik ortalamaları alınır (b&nz Tablo 2.4'de italik sayılar). Böylece merkezi fark değeri 
bilinmeyen &; noktası kalmaz. Bu tabloların kullanımına ilerideki kısımlarda değineceğiz. 
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Tablo 2.3: Merkezi Fark Tablosu. 


| fe)löf öf &f 64 öş 
0 -7 
4 
1 -3 5 
9 5 
2 6 10 3 
19 8 1 
3 25 18 4 
37 12 
4 62 30 
67 
5 129 


Tablo 2.4: Değiştirilmiş Merkezi Fark Tablosu. 


| fa)löf öf öf Of EF 


0 7 

0.5) -5| 4 

İ 3İ|65 5 

15) 15) 9 75 5 

2 6 di 3 


25l1155)19 14 8 35 1 
3 25| 28 18 10 4 
3.5 |435|37 2; 12 

4 62| 52 30 

45 | 955 | 67 

İİ İN: 


2.2 GREGORY-NEWTON İNTERPOLASYONU 


Şimdi tablo halinde verilmiş fonksiyon ve fark tablolarını kullanarak interpolasyon işlemine 
hazırız. Fonksiyon değerleri kesikli olarak verilmiş olmasına rağmen, biz fonksiyonun 
değerlerinin verildiği aralıkta analitik olduğunu kabul ediyoruz. f(0) değerini temel alıp 
herhangi bir x için Taylor serisini inceleyelim. 

3 


f(0) 4 31 f#”(0)-... (2.1) 


a2 


fa) - 40) 42/0) 47 


Hiç bir türev değeri bilinmemekle birlikte türevlerin fark formülleri Bölüm 1 de türetil- 
mişti. Örneğin, 
Ap hi 
2 


f'(0) f"(0) #O(M) (2.2) 
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Denklem (2.2)'yi Denklem (2.1)'de yerine koyarsak ve f”(0) ve daha yüksek mertebe- 
den türevler için de hata mertebesi O(h?) olan fark formüllerini aynı denklemde benzer 
şekilde s — x/h tanımıyla beraber yerine koyarsak 


Ha) — HO) 4 sAfy4 e DA? dp, K. 
fee) n—l 
- KOY Aİle) 23) 
nz1ı © k—0 


elde edilir. 


Denklem (2.3) ile verilen bu formüle, türevlerde ileri fark formüllerinin kullanılmasın- 
dan dolayı Gregory-Newton İleri İnterpolasyon formülü denir. Fark değerleri de kesikli 
dağılım için hazırlanmış fark tablolarından alınır. Tamamiyle benzer şekilde, geri interpo- 
lasyon formülü de türevler yerine geri fark formüllerinin kullanılması ile elde edilir. 


Ha) < KO) 4 sv hş ip EE a 
(eo) n—1I 
05 Ne İS) (2.4) 
nz1ı © k—0 


Denklem (2.4) ile verilen bu formüle de Gregory-Newton Geri İnterpolasyon formülü 
denir. Burada x — 0 noktası olarak verilen değer gerçekte x — 0 noktasına denk gelmeye- 
bilir, hatta tablo da x — 0 noktası bile olmayabilir. Bu nokta interpolasyon işlemini 
yapmak için temel (veya baz) alınacak olan nokta olup, x bu temel noktadan öteleme 
miktarına karşılık gelirr. Bu öteleme ileriye veya geriye doğru da olabilir. 


.. 


ORNEK 1. Gregory-Newton interpolasyon formüllerini daha iyi açıklamak için 
bölüm başında verilen kesikli dağılım fonksiyonu için interpolasyon formüllerini çıkartıp 
J(1.1) değerini bulalım. 


ÇÖZÜM: Veriler eşit aralıklarla dağılmış olup, h—1I'dir; yani, s — x öteleme miktarı 
olur. O halde bu durum için interpolasyon formülleri aşağıda çıkartılmıştır. 


Gregory-Newton İleri İnterpolasyon Formülü: 


Ha) — F(0) # Af * 22 Alp yy e Daya... (2.5) 
Gregory-Newton Geri İnterpolasyon Formülü: 
fa) < #0) k2Vfy ze İyi, al e ez) ep (2.6) 


En doğru değeri elde etmek için interpolasyon yapılacak noktaya en yakın, ve girdi 
değerlerin en fazla olan fonksiyon değeri emel alınmalıdır. Tablo 2.1 ve Tablo 2.2'yi 
incelersek Tablo 2.1'den x — 1.1V'e en yakın noktalar x — I ve x — 2dir. leri fark 
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tablosunda x — 1 için 4 ve x — 2 için 3 girdi değeri varken bu girdi değerleri geri fark 
tablosunda sırasıyla 2 ve 3 olmaktadır. Bu durumda ileri fark tablosunu kullanıp  — 1 
noktasınıda temel almak daha doğru olacaktır. x — 1 noktasının temel alınmasıyla öteleme 
z — 0.1 olacaktır. Eğer x — 2 temel alınsaydı öteleme x — —0.9 olacaktı. Bundan sonra 
Gregory-Newton ileri interpolasyon formülündeki ileri farklar Tablo 2.1'den bulunur. 


Tablo 2.1'den okunan f(0) — f4 —3, Afg—9, A2f4—10, A3/, —8, ve A1/,—4 
verileri Denklem (2.5)'de yerine konursa, 
#(0.1) 3 40.1(9) 4 m (10) 4 GL) (8) 
(0.1)(<0.9)(—1.9)(—2.9) 4) 


24 
— —3-40.9—0.45 4 0.228 — 0.08265 — —2.40465 


KL) 


olarak bulunur. 


Acaba bu bulunan değer olması gereken, yani “gerçek” değere ne kadar yakındır? 
Bunu tam olarak bilemememize rağmen Gregory-Newton formülündeki bütün mevcut ter- 
imlerin ilavesini inceleyerek bir sonuca varabiliriz. Örneğin, formül de ilk terimi f (0)—3 
iken ikinci terimin ilk terime katkısı 0.9 olmakta üçüncü terimin toplama katkısı ise 
—0.45 olmaktadır. Herbir terimin katkısı terim sayısı arttıkça büyüklük olarak düştüğü 
gözlenmektedir; yani, her yeni ilave terim bir öncekinden daha küçük olmaktadır. Bunun 
da anlamı sonucun yakınsadığıdır. Eğer ilave edilen terimler küçülmüyorsa aksine büyüyor- 
sa o zaman bulunan interpole edilmiş değere şüphe ile bakmak gerekir. Bu durumda da 
formülde mümkün olan en az terimin kullanılması, sonucun doğruluğu açısından en uy- 
gun davranış olacaktır. Bir kural olarak belirtmemiz gerekirse, şöyle diyebiliriz: Eğer 
fark tablosundaki değerler soldan sağa doğru bir hat üzerinde gidildiğinde büyüyorlar 
ise Gregory-Newton interpolasyon formülünde artışın başladığı yere kadar olan terimler 
alınmalı diğer terimler mevcut olmalarına rağmen işleme alınmamalıdırlar. 
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Eşit olarak dağılmış kesikli dağılımların yaklaşık orta noktalardaki değerleri için inter- 
polasyon ile bir tahminde bulunmada faydalıdır. Daha önce merkezi fark tablolarının 
türetilmesi tartışılmıştı. Bu tabloların kullanılmasını içeren merkezi fark interpolasyon 
formüllerinin de türetilmesi gerekir. Literatürde birçok merkezi fark interpolasyon formülü 
mevcuttur. Biz ise burada sadece iki tanesine değineceğiz. Bunlar 


Stirling Formülü (Tam Hatlar için): 


2 Em, 
(5) > f(0) $ (6 fo) * 31 (6/0) e 


(6 f0) #... (2.7) 
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Bessel Formülü (Ortalama Hatlar için): 


(s2—1/4) s(s? — 1/4) 


f(5) > f(0) # s(6fo) * —, (6 fo) * 3I (8 fo) 
şe NE VA) zay 88 — sil Mİ... (28) 


Kolaylık olsun diye burada s değişkeni tanımlanmıştır. s ise, s — x/h ifadesine eşittir. 
Yani, öteleme miktarının aralık genişliğine oranıdır. 


Program 1. Gregory-Newton ileri fark interpolasyon işlemini yapan BASIC Program. 


10 REM -- GREGORY-NEWTON ILERI FARK INTERPOLASYONU YAPAN PROGRAM 
20 REM -- N - VERI CIFTI SAYISI, T - INTERPOLE EDİLECEK NOKTA 
30 REM -- X - ABSISLER, OF - ORDINATLARI TEMSIL EDIYOR. 

40 REM 

50 READ N,T 

60 DIM A(N,N*1) ,X(N) ,E(N) 


70 FOR 1-1 TO N: READ XCI): NEXT I 

80 FOR 1-1 TO N: READ F(1): NEXT I 

90 FOR 1-1 TO N: A(I,1)-X(1): A(I,2)-F(1): NEXT I 
100 LXN : CLS 

110 FOR J-3 TO (Nt1) 


120 LRE-1 

130 FOR 1-1 TOL 

140 AÇT,J)SAÇIYİ ,J-1)<A(CI,I-1) 

150 NEXT I 

160 NEXT J 

180 PRINT" I LERİ FARK TABLOSU" 

190 PRINT" ": PRINT : PRINT 


200 PRINT TAB(1);"X";TAB(11);"F"; 

205 FOR 1-2 TO N: PRINT TAB(1*10);1;"F";NEXT I 
210 PRINT : PRINT 

220 FOR 1-1 TO N:FOR J-1 TO (N*1):PRINT TAB(104(J-1)41);A(I,J);NEXT J,I 
230 FOR 1: 1 TO N-1 

240 IF (T>-X(1)) AND (T<-X(111)) THEN KI 
250 NEXT I 

260 H-X(2)-X(1) 

270 S-T-X(K) 

280 C-S/H: FAKTOR-1 : KATSAYI-İ1 

290 DEGER-A(K,2) 

300 FOR 1-3 TO N*1 

310 OKATSAYI-KATSAYI*(C*13-1) 

320 (OFAKTOR -FAKTOR*(1-2) 
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330 O DEGERZDEGER*KATSAYIXA(K,1) /FAKTOR 

340 NEXT I: PRINT 

350 PRINT "FONKSIYONUN X-";T;" ICIN INTERPOLASYON DEGERI ";DEGER 
360 DATA 6,1.1,0,1,2,3,4,5,-7,-3,6,25,62,129 

370 END 


ÖRNEK 2. Örnek 1'deki kesikli dağılım için f(2.7) değerini merkezi fark interpo- 
lasyonu ile hesaplayınız. 


ÇÖZÜM: ız — 2.7'ye en yakın yatay hat x —2.5 hattı olup ortalama değerlerden 
oluşmaktadır. Bu duruma en uygun Olan Bessel formülünü kullanmalıyız. Burada ötele- 
me, yani &, 2.7-2.5—0.2 ve h—1l dir. Tablo 2.4/'ten değerlerimizi okursak, 


f(0) 155, öhid Sh lA #4—8, kesk fl 


Bu değerleri Denklem (2.8)'de yerine yazalım: 


İ(2.T) — $(0.2) —15.5 4 0.2(19) 4 ce > ie (14) 4 va —— (8) 
(0.04 — 0.25)(0.04 — 2.25) (3.5) 4 0.2(0.04 — 0.25)(0.04 — 2.25) (0) 


24 120 
— 15.55 43.8— 1.47 — 0.056 4 0.06768 - 0.00077 — 17.84245 


bulunur. Yukarıda ilave edilen terimin nasıl küçüldüğüne dikkat ediniz. Bu durumda 
sonucun doğruluğu hakkında ne dersiniz? 


Bu aşamada bir uyarıda da bulunma gereği vardır. Bessel formülünü uygularken temel 
değerleri x —0.5, 1.5, 2.5, 8.5, 4.5 olan durumlarda uygulanmalıdır. Diğer noktalarda 
Stirling formülü yeterli olacaktır. 


2.4 KÜBİK SPLİNE İNTERPOLASYONU 


Kübik spline interpolasyonunda interpolasyon işlemine tabi olan kesikli dağılım ile tanımlı 
f(x) fonksiyonunun kendisi ve türevlerinin sürekli ve mevcut olduğu kabul edilmektedir. 
Bu interpolasyon metodunda amaç, her bir veri aralığı (2; < & < &;41) için üçüncü 
dereceden bir yaklaşım polinomu bulunmaktır. Dolayısıyla, her bir aralık için geçerli olan 
üçüncü dereceden polinomlar elde edilir. İnterpole edilecek noktanın bulunduğu aralık 
tesbit edildikten sonra, interpole edilmiş değer bu aralıkta geçerli olan polinomda x değeri 
yerine konularak bulunur. Polinomların üçüncü dereceden seçilmesi nedeniyle, bu metoda 
Kübik Spline İnterpolasyonu denir. 


Bu aşamada kesikli dağılımın eşit aralıklarla verildiğini varsaymaktayız. â.nci aralık 
için (7; <2 < z;41) yaklaşımda bulunmak istediğimiz üçüncü dereceden polinomu aşağı- 
daki şekilde alıyoruz. 


Y—alı— 1) 4 bila— vi)? sela — vi) kd; (2.9) 
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Polinom aralığın uç noktalarında da geçerli olduğundan, 
vel (2.10) 
YL) — Yişı Sah 4 bih? eh 4 di; (2.11) 

Denklem (2.9)'un birinci ve ikinci türevleri de. 
Yy — Bafa — zı)” 4 2bila — &i) #ci (2.12) 
Yy” — Gala — zi) 4 2; (2.18) 
m 


şeklinde yazılabilirler. Yine aralığın uç noktaları için $; — y; 


yi hesaplarsak, 
S; — O) — 2b; ve S;şı — Ga;h * 2d; 


bulunur. Buradan da 


b; — 5/2 ve (d;— (Sisi 3 S;)/6h (2.14) 

elde edilir. Bu katsayıları Denklem (2.10)'de yerine yazarsak, 

Bia > ON 1 By 
ia > lek i ji 2.15 
Yişi ( AK ) Ni *ch*#y (2.15) 
ve dolayısıyla c; de Denklem (2.15)'ten çekilerek, 
#ı-y h 

C — Dil e Gi l 2S;) (2.16) 


e 2 
bulunur. 


Şimdi de iki aralığın kübik yaklaşımlarının kesiştikleri uç noktalardaki eğimlerini in- 
celeyelim. Uç noktalarda yaklaşımların eğimlerinin aynı olması türevin süreklilik şartını 
sağlayacaktır. O halde, 

Yi) yi Gi (2.17) 


iken x; den önceki aralığın (yani, &;-1ı < & < &; nin) x; deki türevi de 
Y (aci) — yi — Bağıl; — 151) 4 2 ili — 251) kı 
ii Bük” *-2bi ah; (2.18) 


olarak bulunur. 
Denklem (2.17) ile (2.18) birbirlerine eşitlendiklerinde 


e A İM ii a) 2 
Yi — h g(Sisi l 25) -3 6h h 


S;-1 yi— yi-ı Oh 
2 h 2 


elde edilir. Denklem (2.11) basitleştirildiğinde de, 


(S k29;-1) (2.19) 


Wi 2 ka. göyi 


Sj-1ı k 4S; $ Si <6 2 -6-) 


(2.20) 
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şeklinde bir denklem elde ederiz. Denklem (2.20)'de i indisi /—2'den (n — 1)'e kadar 
değiştirildiğinde (n — 2) tane denklem elde edilir. (Burada n veri çifti sayımızdır.) Bu 
denklem sistemini S;'ler için çözebilmemiz için iki denkleme daha ihtiyacımız var. Bu iki 
denklemi de verilerin baş ve son kısımdaki eğimlerinin eşitlenmesi (yani, lineer interpo- 
lasyonu) ile elde edebiliriz. Bu durum için iki denklem, 

S9—Sı S3— 53 


h — ni * Sı — 299 4 93 —0 (2.21) 


i e YE (2.22) 


şeklinde bulunurlar. Fakat bu iki denklemi kullanmak yerine verilerin uç noktaları için 
bir başka şartta empoze edilebilir. Bu şart Sı — 9, — 0 ve Sı — Sy ile 5, — 5,, ; veri 
aralığının uç noktalarına parabol geçirilmesi ile eşdeğerdir. Bu kısımda verilen kübik spline 
programı bu şarta göre hazırlanmıştır. Tekrak az önce elde ettiğimiz denklem sistemine 
dönersek bu sistemin matris şeklinde gösterimi, 


ii 0 Si 0 

e, 0 S3 öZy> 

De ie 4 0 S3 ö2y3 

0d“ ii 0 S4 | S| öz (2.23) 
h? 

0 O de t e yla Gi 

0 001-1 Ss, 0 


Denklem (2.15) çözülerek S;'ler bulunur. Katsayılarda 9;'lere bağlı olduğundan kat- 
sayılarda hesaplanır ve interpolasyon işlemine artık hazırız. 


ÖRNEK 3. Örnek (de verilen veri çifti için interpolasyon işlemini kübik spline 
metodu ile yapınız. 


ÇÖZÜM: Bu problem için denklem sistemimiz aşağıdaki şekli alır. 


e 0 
Ii & O (8 5 
o 1410 0|j/$|. ,J10 
Den A ak el İsi 18 
a. ri si İk 30 
En 0 


Denklem sisteminin çözümü: Sı — 0.53333, S9 — 5.0, Sa — 9.46666, Sy, — 17.1333, 
S3 — 30.0 ve 54—42.86666 bulunurlar. x — 1.1 ilk aralığa denk geldiğinden, 0 <x<2 
aralığı için kübik polinomun katsayıları: 


SeS 
m 7 


Ss 
— 0.74444, bı — > < 0266666, ve cı — 6.9888 
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olarak bulunur. Sonuç olarak kübik polinom, 
yla) — 0.74444(x — 1) $ 0.26666( — 1)> - 6.98888(z — 1) —3 


olur. Şimdi bu polinomda & yerine x — 1.1 alırsak interpole edilmiş değer -2.2977 bulunur. 
Eğer ikinci şarta dayandırılarak hazırlanan program ile bu problem çözülürse, o zaman 
interpole edilmiş değer -2.369472 bulunur. 


2.55 LAGRANGE İNTERPOLASYONU 


Farklı sebeplerden dolayı sayısal veya deneysel sonuçların eşit aralıklarla elde edilmesi 
mümkün olmamaktadır. Konunun başında incelediğimiz teknikler eşit aralıklar için geliş- 
tirildiğinden eşit olmayan aralıklar için farklı bir teknik arayışı içinde olacağız. Verilmiş 
(n # 1) tane veri çiftimiz olsun. 


(10, Yo): ii); (72, y3), Ke Çi Ya) 


ve Denklem (2.24) ile verilen polinomun «o, cı, c>,...,c, katsayılarını bulmak isteyelim 
öyle ki her bir &;, değeri için polinom y;,'ya eşit olsun. 


P(x) —cg* cız * GE bi” (2.24) 


yani, 
e) İRİ?) (2.25) 


Şimdi n.ci dereceden Lagrange polinomlarını tanımlayalım, L,,(2). 


PO Egem ek 
nlar) > (5 Eğer e) ai 


Program 2. Örnek 3 için hazırlanmış BASIC ana programı ve Kübik Spline inter- 
polasyon işlemini yapan alt program. 


05 REM -- ORNEK 3. ICIN HAZIRLANAN ANA PROGRAM 10-70 SATIRLAR 
08 REM -- ARASINDA YER ALMAKTADIR. 

10 READ N 

12 DIM X(N),Y(N) ,C(N) ,B(N) ,A(N) 

13 DEF FNSPLINE(Z)-Y(1)4Z*(C(I)*Z*(B(1I)*Z*A(1))) 
15 FOR 1-1 TO N: READ X(1) ,Y(I): NEXT I 

20 INPUT "INTERPOLE EDILECEK U NOKTASI? "; U 
25 FOR 1-1 TO N-1 

30 IF (U>>X(1)) AND (U<<X(141)) THEN KI 

35 NEXT I 

40 DX-U-X(K) 
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45 

48 

55 

60 

65 

70 

80 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
2170 
280 
290 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 


GOSUB 100 

IK 

PRINT "INTERP";FNSPLINE(DX) 

END 

DATA 6 

DATA 0,-7,1,-3,2,6,3,25,4,62,5,129 

REM em >> - 522 2m emişme > 
REM -—— KUBIK SPLINE INTERPOLASYONU ISLEMINI YAPAN ALT PROGAM 
REM —— 

REM ——- CK(I), B(1), VE ACKi), 1I-1,2,...,N KADAR HESAPLANIYOR. 
REM -—— KUBIK SPLINE INTERPOLASYONU ICIN 

REM —— 2 3 
REM -—— F(X)-Y(i)4C(i)*(X-X(i))4BCi)*(X-X(i))#ACi)*(X-X(i)) 
REM —— 

REM -—— IKEN 

REM —— 

REM —— 

REM -—- N: VERI SAYISI (n>-2) 

REM —— X: VERİLERİN ABSISLERI, ARTAN SIRAYA GORE OLACAK. 
REM -——- Y: X VERİLERİNİN ORDINATLARI, AYNI SIRAYA GORE. 

REM —— 

REM -— DIM C(N) ,B(N) ,A(N) DEYIMI ANA PROGRAMDA YERALMALI. 
NM12N-1 

IF (N<2) THEN 700 


IF (N<3) THEN 640 
A(1)2X(2)-X(1) 
B(2)>(Y(2)-Y(1))/A(1) 


FOR 


1-2 TO NM1 
A(I)-X(141)-X(1) 
C(I)-2x(A(1-1)4A(1)) 
B(1t1)-(Y(I*1)-Y(1))/A(T) 
B(1)-B(141)-B(1) 


NEXT I 

C(1)--A(1) 

AM) --A(N-1) 

B(1)-0 

B(N)-0 

IF (N>3) THEN 450 
B(1)-B(3)/(X(4)-X(2))-B(2)/(X(3)-X(1)) 
B(N)-B(N-1)/(X(N)-X(N-2))-B(N-2)/(X(N-1)-X(N-3)) 
B(1)-B(1)x*A(1)72/(X(4)-X(1)) 
B(N)--B(N)*A(N-1)72/(X(N)-X(N-3)) 


FOR 


122 TON 


T-A(1-1)/C(1-1) 
C(I)-C(1)-T*A(1I-1) 
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480 B(I)-B(1)-T*B(1-1) 

490 NEXT I 

500 B(N)-B(N) /C(N) 

510 FOR IB-1 TO NMİ 

520 I-N-IB 

530 B(I)-(B(I)-A(I)*B(1*41))/C(I) 
540 NEXT IB 

550 C(N)—(Y(N)-Y(NM1) )/A(NMI) #A(NMİ) #(B(NM1)424B(N) ) 
560 FOR I-1 TO NMİ 

570 C(1)<(Y(141)-Y(I))/AC(I)-ACI)*(B(I11)42.0#B(I)) 
580 A(I)-(B(1*1)-B(1))/A(T) 

590 B(1)-34*B(I) 

600 NEXT I 

610 B(N)-34B(N) 

620 A(N)-A(N-1) 

630 RETURN 

640 C(1)-(Y(2)-Y(1))/(X(2)-X(1)) 
650 B(1)-0 

660 A(1)-0 

670 C(2)-C(1) 

680 B(2)-0 

690 A(2)-0 

700 RETURN 


Polinom Lagrange polinomları cinsinden Denklem (2.27) ile verilir ve Denklem (2.25) ve 
Denklem (2.26) ile verilen Lagrange polinomunun özelliğinden dolayı sağlar. 


e 227) 
k—0 


Daha sonra Lagrange polinomları şimdilik burada değinmeyeceğimiz bazı matematik- 
sel işlemler sonunda en genel ifadesi Denklem (2.28) ile verilir. 


L — Vi 
Ly(2) — (2). EL eni 2.28 
ll Je ) (2.28) 
ik 


Program 3. Lagrange interpolasyon işlemini yapan BASIC alt programı. 


100 REM -- LAGRANGE INTERPOLASYONU YAPAN ALT PROGRAM —————————- 
102 REM -— X(N) VE Y(N) DEGISKENLERI ANA PROGRAMDA DIM DEYIMI ILE 
104 REM -- TANIMLANMALIDIRLAR. Tx INTERPOLE EDILECEK NOKTA DIR. 
106 REM ———- 
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110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 


DIM L(N) 

FOR K-i TO N 

PAY-1 : PAYDA-1 

FOR 1-1 TON 

IF (I-K) THEN 180 
PAY-PAY*(T-X(1)) 
PAYDASPAYDA*(X(K)-X(1)) 
NEXT I 

L(K)-PAY/PAYDA 

NEXT K 

INTERP-O 

FOR 1-1 TON 
INTERP-INTERP*Y(I)*#L(I) 
NEXT I 

RETURN 
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ÖRNEK 4. Aşağıdaki veriler için Lagrange polinomlarını bulunuz. 


kl0 


il 2 


Iı 2 3 
3 6 7 


ÇÖZÜM: Kesikli dağılım dört adet veriden oluşmaktadır; dolayısıyla, n —4—1—3 
polinomun derecesi olmalı ve Lagrange polinomları Lo(x), Lı(&), L>(1), L3(2)'ler bulun- 
malıdır. Denklem (2.13) ile verilen genel Lagrange polinom formülünü bu örneğe uygu- 


larsak, 


(4 — zıX— xx — 13) 


Lola) iü (20 — 71) > 139 — 73) —20 ? 
(2 — xp — vo — 13) (2 —2)(—6)(1 — 7) 

Lı) — (21 > 70)(r1 > T9)(r1 — 73) 12 ? 
— Haye ja); (je 9) 7) 

Lo) e (1 — 70) 7 ti) — 13) —12 i 
Md (—xo)(—zı)e—x) Oo (2—2)(—3)(7—6) 


polinomları bulunur. 


(73 — 70)(13 — vı)(13 — 15) 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki verilen kesikli dağılımdan hareketle f (7)'nin interpolasyon 
değerini bulunuz. 


İk) 


30 BÖLÜM 2. İNTERPOLASYON VE EKSTRAPOLASYON 


ÇÖZÜM: Soruda hangi yöntemle interpolasyon işleminin yapılması belirtilmemesine 
rağmen x;'ların dağılımına baktığımızda xlerin eşit olarak dağılmadığını görmekteyiz. O 
halde Lagrange interpolasyon tekniğini kullanmalıyız. Buna göre, 


İÇ) — P3ÇT) — (1) LO(7) $ (3)Lı(7) $ (YL) (Es) 


ifadesinden interpolasyon değeri hesaplanır. Buarada bilinmeyenler Lagrange polinom- 
larıdır. Onlarda Denklem (2.28)'ten x — 7 için hesaplanabilirler. 


<a 
D> 
S 
m 
<a 
(© o) 


NM LE 
Lı(7) — > ir 3 a - İB 
sn YENEDE 
Ls) > TR a ) 058571 


sonuç olarak, x — 7 için fonksiyonun interpole edilmiş değeri aşağıdaki şekilde bulunur. 


HT) — PAT) — (1)(0.71429) 4 (3)(—1.5)  (7)(1.25) 4 (11)(0.53571) — 10.8571 


2.6 ÇİFT İNTERPOLASYON 


Çift interpolasyon iki değişkenli fonksiyonların kesikli dağılımlarına uygulanan alt pro- 
gramtur. Örneğin, (Xi, y;) koordinatının fonksiyon değeri f(2;, yj) — fi; olsun ve wler 
a<ıS<bveyledec<y< d gibi aralıklarda tanımlı olsunlar. Burada hem zx hemde 
y ler eşit ve eşit olmayan aralıklarda dağılım gösterebilirler. Arzu edilen ve yukarıda 
belirtilen aralıkların içinde yer alan herhangi bir (2x, y) noktasındaki fonksiyon değerinin 
bulunmasıdır. İnterpolasyon işlemi için ileri, geri, ve merkezi fark interpolasyon formülleri 
türetmek mümkündür. Fakat, biz burada daha ziyade Lagrange interpolasyon formülasyo- 
nuna değineceğiz, çünkü Lagrange interpolasyonunun eşit olmayan aralıklarla dağılımlar 
için kullanılabilme avantajı vardır. Ayrıca interpolasyon işlemi için gerekli temel arit- 
metiksel işlem sayısıda en az olandır. 


Kısım 2.5 ile verilen formülasyon ve notasyonların ışığı altında çift interpolasyon 
formülü: 


N—I M—1 
n—0 MO 


olarak verilmektedir. Burada M, x yönündeki veri sayısı, N ise y yönündeki veri sayısıdır. 
Lw(2) ve L,(y)'ler x ve y hatları için hesaplanan Lagrange polinomları olup Denklem 
(2.28)'den hesaplanırlar. 
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Program 4. Çift Lagrange interpolasyonu işlemini yapan BASIC Alt ve ana pro- 
gramları. 


05 
10 
15 
18 
20 
25 
30 
35 
36 
37 
38 
50 
60 
70 
100 
110 
120 
130 
135 
138 
140 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
210 
280 
290 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 


REM —— ORNEK 5. ICIN HAZIRLANAN HAZIRLANAN ANA PROGRAM 


READ N,M 
DATA 4,3 


DIM X(N) ,Y(M) ,E(N,M) 


FOR 1-1 TO 
FOR J-1 TO 
FOR J-1 TO 
DATA 0.0,0. 
DATA 0.5,0. 
DATA 0.5,0. 


N : READ XCI) : NEXTİI 

M : READ Y(J) : NEXT J 

M: FOR 1-1 TO N: READ F(I,J): NEXT II : NEXT J 
1,0.3,0.5,0.2,0.4,0.6 
5,0.7143,0.7778,0.5,0.5556,0.6363,0.6923 
5384,0.60,0.6470 


INPUT "XO,YO ";X0,YO 


GOSUB 100 


PRINT "FONKSIYONUN (";X0;",";YO;") NOKTASINDAKI DEGERI ";INTERP 


END 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
DIM 
FOR 


CIFT LAGRANGE INTERPOLASYON ISLEMININI YAPAN 
ALT PROGRAM, GIRIS ICIN X(i), i-1,2,..,N; Y(j), j#1,2,..,M 
VE FC(i,j) FONKSIYON DEGERLERI ILE (X0,YO) INTERPOLASYONUN 
YAPILACAGI KOORDINATLAR GEREKLİDİR. CIKISTA "INTERP" DEGİS- 
KENI F(XO,YO) ICIN INTERPOLASYON DEGERINI TASIMAKTADIR. 


LX(N) ,LYCM) 
K-1 TON 


PAY-1 


: PAYDA-İ 
FOR 1-1 TON 
IF KI-K) THEN 270 


PAY-PAY*(X0-X(1)) 
PAYDA-PAYDA*(X(K)-X(1)) 


NEXT I 
LX(K) >PAY/PAYDA 


NEXT K 
FOR K-1 TOM 


PAY-İ1 


: PAYDA-İ 
FOR J-1 TOM 
IF (JK) THEN 370 


PAY-PAY*(YO-Y(J)) 
PAYDA-PAYDA*(Y(K)-Y(J)) 


NEXT J 
LY(K) >PAY/PAYDA 


390 NEXT K 
400 FOR J-1 TOM 


405 TOPLAM-O 
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410 FOR I-1 TON 

420 TOPLAM-TOPLAM*LX(I)*F(I,J) 
430 NEXT 

440 INTERP-INTERP*LY(J) *TOPLAM 
450 NEXT J 

460 RETURN 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki Tablo ile verilen veri gurubu için f (0.18,0.35) değerini La- 
grange interpolasyon metodu ile hesaplayınız. 


xy) 02 0.4 0.6 
0.0 0.5 0.5 0.5 
0.1 0.6 O 0.5556 0.5384 


0.3 0.7143 0.6363 o 0.60 
0.5 0.7778 0.6923 0.6470 


ÇÖZÜM: Bu problem için M—1—3 ve N—1 —2 olup bu problemi çözen bir BASIC 
programıda burada verilmektedir. Çözüm 0.602272 iken interpolasyon değeri 0.6046836 
olarak bulunmuştur. 


2.7 EKSTRAPOLASYON 


Eğer bir f(x) fonksiyonun sadece a < x < b aralığındaki değerleri biliniyorsa fakat bu 
fonksiyonun & < a veya x > b'deki değerleri araştırılıyorsa, o zaman ekstrapolasyon işlemi 
gereklidir. İnterpolasyon işleminin tersine fonksiyon değeri aranan x değişkeninin sadece 
bir tarafı sabit ve bilinmektedir. 


Eğer fonksiyon eşit olarak dağılmış kesikli bir şekilde verilmişse genellikle Gregory- 
Newton ileri veya geri fark interpolasyon formülleri ekstrapolasyon işleminde de kul- 
lanılırlar. Aralıktaki uç değerler temel olarak alınırlar. Anlamlı bir cevap alınabilmesi 
için dağılımın polinomsal interpolasyona uygun olması gerekir. Daha önce de tartışıldığı 
gibi fark tablosunda solda sağa doğru bir hat üzerinde gidildiğinde farkların küçülmesi 
sıfıra yaklaşması gerekir. 


Eğer fonksiyon eşit olarak dağılmamış kesikli bir şekilde verilmişse o zaman Lagrange 
interpolasyon formülünde arzu edilen x değeri yerine konularak ekstralople edilmiş değer 
hesaplanır. 


.. 


ORNEK 7. Aşağıdaki şekilde dağılımı verilen fonksiyon için f(5.7) değerini bulunuz. 


a 3 4 5 
f(x) |100 25 1llll 625 4 
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ÇÖZÜM: Bu problemi çözmek için fark tablosunu oluşturmamız lazımdır. Fakat 
ileri yoksa geri fark tablosunumu oluşturmalıyız? OEkstrapole edilecek x noktası 5.7, 
5ten büyüktür. Dolayısıyla 2—5 noktasını temel olarak almalıyız. İleri fark tablosunu 
oluşturursak x — 5 satırında giriş değerlerimiz az olacaktır. Fakat, geri fark tablosunda ise 
giriş değerlerinin en fazla olduğu yer ise bu hattır. O halde, geri fark tablosunu oluşturalım. 


Tablo 2.5: Örnek 6 için Geri fark Tablosu. 


fe) ME WE NE Vİ 


25 -75.000 
-13.889 OGL.I11 
6.25 -4.861 9.028 -52.083 
4 -2.250 o 2.611 -6.471 45.666 


GE EN KRİZ 
pan 
Hi 
pan 
HK 
— 


Gregory-Newton geri interpolasyon formülünde h — 1 ve öteleme için de x — 5.7—5 — 
0.7 alınırsa, 


(0.7)(1.7) (0.7)(1.7)(2.7) 


İ(5.7) — 4.0 4 (0.7)(—2.25) (2.611) 4 z (6.417) 
| a, (45.666) — 4.0 — 1.575 4 1.554 — 3.436 4 22.62 — 23.163 


Tablo 2.5 ile verilmiş fonksiyon değerine bakıldığında fonksiyonun sürekli azaldığı 
gözlenmekte iken ekstrapolasyon sonucu bulunan değerin bu eğilime uymadığı görülmek- 
tedir. f(x) fonksiyonu f(x) — 100/2? olduğu göz önüne alınırsa f(5.7)—3.078 olarak 
bulunur. Bu da ekstrapolasyon ile hesaplanan değerin ne kadar yalnış olduğunu gösterir. 
Ayrıca geri fark tablosuna bakarken soldan sağa doğru bir hat üzerinde gidildiğinde fark 
değerlerinin attığını gözlemekteyiz. Gregory-Newton interpolasyon formülünde de ilave 
edilen her terimin boyutunun gittikçe arttığı görülmektedir. 


Tablo 2.6 
Orijinal Fonksiyon Değeri 3.078 
Lineer Mmterpolasyon 2.495 
Ikinci Derceden Interpolasyon 3.979 


Üçüncü Derceden İnterpolasyon 0.543 
Dördüncü Derceden Mmterpolasyon 23.163 


Tablo 2.6 ise Gregory-Newton geri interpolasyon formülünde f(0) teriminden sonraki 
terimlerin ilavesiyle elde edilmiştir. İlk iki terimin toplamı (4— 1.575) lineer interpolasyona 
eşittir. İlk üç terimin toplamı ikinci dereceden polinomsal interpolasyona eşittir. Tablo 
2.6'dan da görüldüğü üzere interpolasyon formülünde ne kadar az terim ilave edilerek 
hesap yapılırsa hata da o derece az ve ekstrapolasyon işlemi de daha güvenli olmaktadır. 
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ÖZET 


En doğru değeri elde etmek için interpolasyon yapılacak noktaya en yakın ve girdi 
değerlerin en fazla olan fonksiyon değeri temel alınmalıdır. Öteleme miktarı h değerini 
(aralık genişliğini) geçmemelidir. Fark tablosunda soldan sağa doğru bir hat üzerinde 
gidildiğinde fark değerleri büyüyor ise, interpolasyon veya ekstrapolasyon işlemi sonunda 
hesaplanan değer sağlıklı olmayacaktır. Bu durumda daha az terim kullanmak suretiyle 
yapılacak interpolasyon veya ekstrapolasyon işlemi daha doğru bir davranış olacaktır. Ver- 
iler eşit aralıklarla dağılmamış ise, o zaman Lagrange interpolasyon işlemini uygulamak 
önerilir. İnterpolasyon alt programlarından kübik spline metodu birçok durumda tercih 
edilir. Özellikle belli bir aralıkta sıkça interpolasyon yapılacaksa, o zaman kübik kat- 
sayılar hesaplanır ve hafızada tutulur ve interpolasyon değeri arzu edilen noktanın bu- 
lunduğu aralık tesbit edilip, o aralık için geçerli olan kübik polinomdan interpolasyon 
değeri hesaplanır. Çift interpolasyon için Lagrange interpolasyon metodu hem eşit hem 
de eşit olmayan aralıklarla dağılımı bilinen iki değişkenli fonksiyonların interpolasyonunda 
kullanılmaları tercih edilmelidir. 


PROBLEMLER 


2.1 Aşağıdaki şekilde verilen değerler gerçek Termodinamik değerler olup f(0.23) ve 
f(1.37) değerlerini bulunuz. 


«el İN 0.2 04 08 1 12. 14 16 
f(x) (1.000 0.916 0.836 0.740 0.624 0.350 0.224 0.240 


2.2 Tablo olarak verilmiş fonksiyonun x — 2.2 deki değerini bulunuz. İleri, geri ve merkezi 
interpolasyon formüllerini kullanarak elde edeceğiniz sonucları karşılaştırıp sonuçlar üstüne 
tartışınız. 


İN 0 1 2 3 4 5 6 
f(x) (-093 1.00 3.07 5.40 11.95 4132 4475 5140 


2.3 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun x —4.3'teki değerini bulunuz. 


glow 10 Zü 58. 5 
f(x) (0.00 0.57 08 023 -0.19 


2.4 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun x —0.1, 0.93, 1.42, 1.55'deki değerlerini bulunuz. 


wo 0& 06 09 12.15 
fa) | -3.00 -0.74 2.15 6.35 14.58 30.55 65.63 


2.5 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun x —1.05, 1.63, 1.88, 2.13'deki değerlerini bu- 
lunuz. 


pomza 
fa) 5 593 7.15 8.69 10.63 130 159 
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2.6 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun x —1.05, 1.63, 1.88, 2.13'deki değerlerini bu- 
lunuz. Not: Kesikli dağılımın f(2) — x1/2 -- 1.5 bağıntısından türetildiğini dikkate alarak, 
interpolasyon değerlerinin doğruluğunu tartışınız. 


xe l|0 1 2 3 4 5 6 
je) |15 2 9.5 42 1295 3140 649.5 


2.7 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun x —0.15, 0.47, 1.08, 1.33'deki değerlerini bu- 
lunuz. 


xe | 0 025 0.50 0.75 1 1.25 1.50 
f(x) (0.3 0.385 0.495 0.635 0.815 1.05 1.35 


2.8 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonun x —0.15, 0.47, 1.08, 1.33'deki değerlerini bu- 
lunuz. 


el O 026- D50r 076. ok -19b 150 
f(x) |0.3 0.385 0.495 0.635 0.815 1.05 1.35 


2.9 Aşağıda x değerleri verilen veri gurubu için Lagrange polinomlarını çıkartınız. 


kli & 4 
O 05 12 33 59 
f)l3 47 76 83 96 


2.10 Problem 2.9'deki kesikli dağılım için Lagrange interpolasyon metodunu kullanarak 
x —0.35, 0.86, 1.12, 3.88 ve 4.44 için tahmin değerlerini bulunuz. 


2.11 Aşağıda verilen kesikli dağılımı için Lagrange polinomlarını çıkartınız. 


klo 1 2 3 4 
O 06 08 16 2 
f(a) (0.5 0.675 0.746 1.113 1.360 


2.12 Problem 2.11'deki kesikli dağılım için Lagrange interpolasyon metodunu kullanarak 
x —0.25, 0.55, 1.2, 1.5 ve 1.85 için tahmin değerlerini bulunuz. 


2.13 Nikel içeren alaşımlı çeliğin değişik oranlarda Ni içermesi durumundaki ısı iletim 
katsayısı k (W/m “Cİ aşağıda bir Tablo ile verilmektedir. © 55 ve oranında Ni içeren 
çeliğin ısı iletim katsayısını bulunuz. 


Ni| 0 20 30 60 80 100 
k |78 19 12 19 35 90 


2.14 Krom içeren alaşımlı çeliğin değişik oranlarda Cr içermesi halinde, sıcaklığın fonksiy- 
onu olarak ısı iletim katsayısı k£ (W/m “C) aşağıda bir tablo ile verilmektedir. Buna göre 
Yo 3.75 Cr içeren alaşımın 150 ve 875 9C ve 4 23 Cr içeren alaşımın 500 “C taki ısı iletim 
katsayılarını hesaplayınız. 
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EE) 

© Crl 0 100 200 600 1000 
Vİ or beam 85 
5 |S4 48 45 33 31 
10 |40 38 36 29 29 
20 |si. Si Si 8 39 
Ur e. 22 2 2. 


2.15 Sülfirik asit çözeltisi asit konsatrasyonu ve sıcaklığın fonksiyonu olarak yoğunluğu p 
(g/m3)| aşağıda bir tablo ile verilmektedir. Buna göre X 20 asit içeren çözeltinin 85 “*C 
taki ve W 93 asit içeren çözeltinin de 50.5 9C taki yoğunluklarını hesaplayınız. 


TEC) 
 H3SO, 0 15 40 60 100 
1 1.0074 1.0060 0.9986 0.9895 0.9645 
34 1.2661 1.2552 1.2371 1.2229 1.1946 
79 1.7365 1.7209 1.6959 1.6766 1.6390 
100 1.8517 1.8357 1.8107 1.7922 1.7520 


2.16 (xi, yı) veri çiftlerinin fonksiyon değerleri fi; olarak alınırsa, bu notasyona uygun 
olarak ve merkezi farklar ile çift interpolasyon formülü türetiniz. IPUCU: f(x, y) fonksiy- 
onunun (20, yo) daki Taylor serisi 


(00) 


k 
Hey) > İle v0)ğ 4) Have) 


k—0 


Ayrıca, Özliş1/2,j — Fişi — fis Ve Öylüğei/2 — İiğaı — fi, alınız. Dolayısıyla, 


(52) © faj — feci (52) © İiğei— İiş-i 
DE) 2he OY; 2hy 


şeklinde yazılabilirler. Burada h,, x ve h, de y yönündeki eşit aralık genişliğini vermek- 
tedir. 


Bölüm 3 


LİNEER OLMAYAN o 
DENKLEMLERİN ÇÖZÜMÜ 


Lineer olmayan denklemlerin çözümü tipik olarak aşağıdaki şekilde verilen ifadeleri sağla- 
yan x değerlerinin bulunmasını içeren işlemlerdir. 


tanCı—x 
> sinh(sin 2) — 2x9 #5 
Bu denklemlerin köklerinin bulunabilmesi için ifadeler genellikle bir tarafta toplanırlar. 
f(a)—tanCr—x—0 


g(z) — x> sinh(sin x) — 29 —5—0 


Köklerinin bulunması artık f(x) veya g(x) fonksiyonlarını sağlayan x değerlerinin bu- 
lunması ile eşdeğerdir. Lineer olmayan denklem sistemlerinin ortak çözümleri aranırken 
aynı şekilde fonksiyonlar oluşturulur ve bu fonksiyonların ortak kökleri aranır. Örneğin, 
7 #y? —1 ve sin(7 4 y) — 0.1 olarak verilen denklem sistemi, f1(7,y) — x* -y9—1 ve 
fa(a,y) — sin(x *-y)— 0.1 şeklinde yazılır. 


3.1  YARLARALIK ARAMA METODU 


Bu metodda f(x) fonksiyonunun en az bir kökü Ja, | aralığının içinde yer almalıdır. Böyle 
bir aralığı saptamanın yolu fonksiyonun sınırlardaki değerlerinin incelenmesinden geçer. 
Eğerf(a) positif ise f(b) negatif veya tersi söz konusu olmalıdır. Metodun amacı, aralığı 
tam orta noktadan keserek o noktadaki fonksiyon işareti incelenir. Eğer işaret pozitif ise, 
pozitif işaret taşıyan aralık değeri; negatif ise, negatif işaret taşıyan aralık değeri atılarak 
aralık daraltılır. Bu işlem aralık genişliği e gibi küçük bir değere ulaşıncaya kadar devam 
ettirilir ve kök bu e hassasiyetinde hesaplanmış olur. 


Bu metod için bir algoritma şu şekilde verilmektedir: 
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Tablo 3.1: Örnek 1 ile verilen problemin çözüm aşamaları. 


0.4375 0.5 0.46875 0.0112 —0.100 —0.0458 —0.00052 
0.4375 o0.46875 00.453125 0.0112 —0.0458 —0.0175 o—0.00019 
0.4375 0.453125 00.445312 0.0112 —0.0175 —0.0032 ( 0.000056 


i a b U fa) o fb) fa) o Ha) fa) 
1 v0 1 0.5 1 —0632  —0100 O —0.100 
2. iü 0.5 0.25 1 —0100 0.396 0.396 

3 0.25 0.5 0.375 o 0396 —0.100  O31 0.0521 

4 0375 0.5 0.4375 o 0.131 —0.100 0.0112 o 0.0014 

5 

6 

i 


1. Sınır değerleri (a ve b) ve kökün bulunması istenen hassasiyet (e) belirle. 
2. Uç noktalarda fonsiyon değerleri, yani, f(a) ve f(b) hesapla. 
3. Aralığın orta noktası, x — (a 4 b) /2, için fonksiyon değeri, f(x), hesapla. 


4. |f(e)l <e? sorusuna cevap ara. Eğer x değeri fonksiyonu e yakınlığında sıfır ise, 
kök bulundu demektir işlemi sona erdir. 


5. Henüz kök bulunmamış ise f(a) : f(x) > 0 durumunda a — x ve f(a) — f(); 
f(a): f(x) < 0 durumunda ise b —x ve f(b) — f(2) alınıp, işlem aşama 3.'e gönder. 


Yukarıdaki işlem adımları kök bulununcaya kadar devam ettirilir. 


.. 


ORNEK 1. Aşağıdaki denklemin |0,1| aralığındaki mevcut kökünü bulunuz. 
f(z)—e “—sin(7x/2)-0 


ÇÖZÜM: Çözüm Tablo 3.1'de algoritmanın aşamalarını özetleyecek şekilde hazırlan- 
mıştır. En son sütundaki değerlerin küçüldüğüne dikkat ediniz. Sondan bir önceki sütunda 
benzer şekilde küçülmektedir. Kök bulunduğunda yedinci sütunun en son değeri e dan 
küçük olması gerekir. 


Bu örnekte verilen fonksiyonun gerçek kökü 0.44360332 dir. İşlemler biraz daha devam 
ettirilecek olursa yavaş yavaş kökün değerinin daha hassas hesaplandığı görülecektir. 


Yarı-aralık arama yönteminde kökün e hassasiyette bulnabilmesi için yapılması gereken 
işlem sayısı aşağıdaki bağıntı aracılığıyla tahmin edilebilir. 


©— a) 


9n41 <E 


Burada a ve b başlangıçta seçilen aralık uç değerleri, e hata sınırı, ve n de işlem sayısını be- 
lirtmektedir. Yarı-aralık metodu ile kökün bulunması için gereken işlem sayısı oldukça fa- 
zla olabilmektedir; özellikle seçilen aralık geniş ise; bu nedenle aralık genişliğinin mümkün 
olduğu kadar dar tutulmasında fayda vardır. Aralık dar tutulamaz ise, başka alt program- 
lara başvurmak gereklidir. 
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Program 1. Yarı-Aralık Arama ile kök bulma işlemini yapan BASIC Programı. 


10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
105 
106 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 


REM -- YARI-ARALIK ARAMA YONTEMI ILE KOK 
REM -- BULMA ISLEMINI YAPAN PROGRAM 

REM -- 

READ A,B,EPS 

DATA 0,1,1.E-5 

PI-4*ATN(1) 

DEF FNF(X)-EXP(-X)-SIN(0.5XPI*X) 

FA-FNE(A) 

FB-FNF(B) 

IF ((FA>O) AND (FB>0)) OR ((FA<O) AND (FB<0)) THEN 250 
PRINT TAB(5) ;"1I";TAB(12);"X";TAB(30) ;"F" 

PRINT "—————————— l 
1-0 

1-141 

X-0.5*(A1B) 

F-FNF(X) 

PRINT TAB(4);1I;TAB(10) ;X;TAB(25);F 

IF (ABS(F)<EPS) THEN 230 

IF (F*FA<O) THEN 190 

IF (F*FA-0) THEN 230 ELSE 210 

B-X : FB-F 

GOTO 120 

A-X : FAZF 

GOTO 120 

PRINT : PRINT "KOK-";X 

STOP 

PRINT : PRINT "(";A;",";B;") ARALIGINDA KOK YOKTUR." 
END 


Bu örnek için verilen BASIC programı sadece 70inci satırdaki DEF FNF(x) deyi- 
minde fonksiyonun değiştirilmesiyle başka fonksiyonlarında kökleri hesaplanabilir. 


3.2 NEWTON-RAPHSON METODU 


Herhangi bir f(x) fonksiyonunun kökü olamayan, xp gibi köke yakın, bir değer ele alalım. 
f(x)i xo'da Taylor serisine açalım. 


( — zo)? 


0)... (8.1) 


Ha) — #zo) kz — 20) (20) 
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Eğer f(x) — 0 ise, o zaman x Denklem (3.1)'in sağ tarafının kökü olacaktır. Malesef, 
bu denklem derecesi sonsuz olan bir polinomdur. Buna rağmen kök için bir yaklaşık değer 
serinin ilk iki teriminin alınmasıyla elde edilebilir. 


0— f(xo) k (2 — 20) f'(zo) (3.2) 


Denklem (3.2)'den z terimini çekersek, 


İzo) 
1 — Xg— 3.3 
9 Pe) SE 
veya 0 terimini de tanımlayarak, 
İzo) 
1— 1g <İ—— 3.4 
o Fo) (8.4) 


bulunur. Fakat bu formül ile hesaplanan kök ilk aşamada f(x) — 0 denklemini sağlama- 
yabilir. Bu nedenle işlem bir kaç kere tekrarlanmalıdır. En genel ifade Denklem (3.5) ile 
verilmektedir. — 
gli) gn) gine) 9) (3.5) 
f'(e) 


Bu ifadede (n) üstel şekilde gösterimi, n.nci aşamadaki x hesaplanan tahmin değerini 
belirtmektedir. Bu prosedürü başlatmak için genellikle kök için bir tahminde bulunulur, 
z(0) gösterimi başlangıç tahmin değerini ifade eder. 


Newton-Raphson metodu için aşağıda bir algoritma verilmektedir: 

1. Kök için tahmin değeri, z(©), ve kökün bulunması istenilen hassasiyet (€) belirle. 

2. Fonksiyonun f(x) ve f'(x()) değerleri hesapla. 

3. öME) (a9) / (eld) formülünden birbirini takip eden aşamalarda bulunan 
kök ara değerleri arasındaki farkı bul. 

4. gl) & gel) 4 öt) formülünden de (n * 1).nci aşamada kök için bulunan ara 
değer hesapla. 

5. Eğer |6011)| < e ise, kök x(”t) dir. Eğer kök bulunmamış ise, işlem 2.nci aşamaya 
gönderilerek 2-5 aşamaları kök bulununcaya kadar devam ettir. 


ÖRNEK 2. Şimdi Örnek 1'de çözülen problemi bir de Newton-Raphson metodu ile 
çözelim. 

ÇÖZÜM: Algoritma'da izlenen aşamalar burada da bir tablo ile (Tablo 3.2) özetlen- 
mektedir. Kökün yarı-aralık arama yöntemine oranla daha çabuk yakınsadığı görülmekte- 
dir. Dikkat! Burada başlangıç tahmin değeri, 2(©)—0 ve e — 0.001 alınmıştır. 

Newton-Raphson metodu ile kök bulmak için verilen Program 2'de yalnızca DEF 
FNE (x) ve FNP (x) ile verilen kısımlar değiştirilerek arzu edilen fonksiyonun kök veya 
kökleri XO'ın değiştirilmesiyle bulunur. 
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Tablo 3.2: Örnek 2 için Newton-Raphson metodu ile çözüm aşamaları. 


EN 0) 0) 7 
0 0) 1 -2.5708 0.38890 
1 0.3889 0.1042 -1.9645 0.05300 
2 0.4419 0.0031 -1.8501 0.00167 
3 0.4435 0.0002 -1.8465 0.00012 


Program 2. Newton-Raphson metodu ile bir bilinmeyenli bir denklemin kökünü 
hesaplayan BASIC Programı. 


10 
20 
30 
32 
34 
40 
50 
60 
70 
80 
9O 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 


REM -— NEWTON—RAPHSON YONTEMI İLE KOK BULMA ISLEMİINİ 

REM -—— YAPAN PROGRAM. XO0- KOK ICIN BASLANGIC TAHMINI, 

REM —— EPS — YAKINSAMA ICIN KULLANILACAK KRITERDİR. 

REM -— FNF(X) > KOKU ARANAN FONKSIYON 

REM --——FNP(X) > D(FNF(X))/DX, YANI FNF'IN WE GORE TUREVIDIR. 
READ XO,EPS 


DATA 0,1.E-5 

PI-AxATN(1) 

DEF FNF(X)-EXP(-X)-SIN(O.5XPI*X) 

DEF FNP(X)-—EXP(-X)-0.54PI4C0S(0.54*PI*X) 


PRINT TAB(5) ;"1";TAB(15) ;"X";TAB(30) ;"F" 

a A A A ” 
X-XO : 1-0 

F-FNF(X) 

PRINT TAB(4);1I;TAB(10);X;TAB(25);F 


DELTA-FNF(X) /FNP(X) 

X—X-DELTA 

1-141 

IF (ABS(DELTA) >EPS) THEN 120 
PRINT : PRINT : PRINT "KOK—";X 
END 


3.3 NEWTON'UN DEĞİŞTİRİLMİŞ METODU 


Newton-Raphson metodu ile katlı köklerin bulunmasındaki zorluk bizi Newton'un değişti- 
rilmiş yöntemini incelemeye itmektedir. Daha önce incelediğimiz f(x) fonksiyonun kökleri- 
ni bulmayı arzu ediyoruz. Denklem (3.6) ile verilen yeni bir u() fonksiyonu tanımlıyoruz. 


İf) 


0 


(3.6) 
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Bu fonksiyonun da kökleri f(x) fonksiyonunun kökleri olacaktır. Çünkü, /(x)'i sıfır ya- 
pan değerler u(x)'i de sıfır yapacaktır. Şimdi, eğer f(x)in e — c'de katlı kökü varsa 
(((2) —(x—c)” şeklinde olsun), o zaman u(x) Denklem (3.6) gereğince basit kökü olan 
bir fonksiyona indirgenecektir. Şimdi u(x)'e artık normal Newton-Raphson metodunu 
uygulayabiliriz; yani, Denklem (3.5)'i uygularsak, 


(n) 
(41) gn) < gen) ve) 
Z g7 —ğ EO) (3.7) 
elde edilir. Burada w'(2), f(x) ve f'(x) cinsinden Denklem (3.8) ile ifade edilebilir. 
Ja) ff) 


Bu yöntem için aşağıda bir algoritma verilmesine rağmen siz bazı ufak tefek değişik- 
likler ile kendi algoritmanızı hazırlayabilirsiniz. 

1. Kök için tahmin değeri, x(©) 

2. Sırasıyla f(x“), f(x) ve ula) — f(a))Y/ f'(a() yi hesapla. 

3. Daha sonra W şu (7209) <1 — f(4“9)f”(x()) /(f'(x(9))2 ifadesinden hesapla. 

4. ÖN) < ulan) fu (6) ) formülünden birbirini takip eden aşamalarda bulunan 
kök ara değerleri arasındaki farkı bul. 


ve kökün bulunması arzu edilen hassasiyet (€) belirle. 


5. gl) < in) Şİ) formülünden de (n 4 1).nci aşamada kök için bulunulan ara 
değeri hesapla. 

6. Eğer |6(01)| < e ise, kök (11) dir. Eğer kök bulunmamış ise, 2.nci aşamaya git; 
2-6 aşamaları kök bulununcaya kadar devam ettir. 


ÖRNEK 3. f(2) — 23—12.4202 450.444 —66.552 fonksiyonunun & & 4.5 civarındaki 
katlı kökünü e — 10-9 yakınlığında bulunuz. Başlangıç tahmin değeri olarak &©) — 4.5 
alınız. 

ÇÖZÜM: Polinomun belirtilen aralıkta bir katlı kökü olması nedeniyle Newton'un 
değiştirilmiş yöntemini uygulanmasını içeren ara işlemler Tablo 3.3'de özetlenmiştir. Sa- 
dece dört işlemde katlı kökün x —4.7 olduğu görülmektedir. 


Tablo 3.3: Değiştirilmiş Newton-Raphson metodu ile Örnek 3'ün ara çözümleri. 


Di gi) ğintl) — —uf/u 
0 4.5 0.19258 

1 4.69258 0.00876 

2 4.70134 —0.00123 

3 4.7000 —0.1x10 
4 4.70000 —0.507 x 10-“ 
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3.4 TERS İNTERPOLASYON İLE KÖK BULMA 


Kökün bulunduğu aralıkta f(x) fonksiyonunun & değişkenine bağlı olarak tablosunu oluş- 
turalım. Bu tablodaki değerlerin eşit aralıklar ile hazırlanması şartını koşmuyoruz. Daha 
önceden gördüğümüz gibi, interpolasyon işlemi tablo halinde verilmiş fonksiyon değerler- 
inden herhangi bir x değerine denk gelen fonksiyon değerini bulmaktı. Diğer taraftan, 
kök bulma işleminde ise amaç f(x) fonksiyonunun sıfır olduğu x değerini bulmaktır. Bu 
anlamda kök bulma işlemi bir ters interpolasyon olayı olarak ta algılanabilir. Bu interpo- 
lasyon işlemini bir örnek ile açıklayalım. 


ÖRNEK 4. f(x) — tanz — 2x denkleminin kökünü bulunuz. 


ÇÖZÜM: Bu f(&) fonksiyonunun 0.0”lik aralıklarla fonksiyon değerlerini bulalım 
ve tablo halinde gösterelim. Yalnız, bu tablo'yu Tablo 3.4 şekilde hazırlamak problemi 
algılamak ve çözmek bakımından daha uygundur. Şimdi, f — O yapan x(f) değerini 


Tablo 3.4: Ters interpolasyon için hazırlanan veri seti. 


f elf) 
-0.3566846 o 1.05 
-0.2352402 1.10 
-0.0655030 1.15 
40.1721513 1.20 


EW NR Ol-. 


arıyoruz. Bu örnekte Lagrange interpolasyon işlemini uygularsak, 
a — Pe(f) — (1.05)L0(f) $ (1.10) L1(f) $ (1.15) L>(f) 4 (1.20) L3(f) 


formülünde Lagrange polinomlarını f — O için hesaplayıp yukarıdaki formülde yerine ko- 
yarsak, kök için interpolasyon yoluyla bir tahminde bulunmuş oluruz. Lagrange polinom- 
ları ise f — 0 için hesaplanmış ve aşağıda verilmiştir. 


Ly(0) — 0.14184,  Lı(0) — —0.47895,  L>(0) — 122976, o (0) — 0.10734 


Sonuç olarak x—1.16556 bulunur ki bu cevap ile yapılan hata (yani, gerçek kök ile bulunan 
kökün arasındaki farkın mutlak değeri) 4.2 x 10“İ tür. 


3.5  BAIRSTOW METODU 


Reel katsayılı polinomun köklerini bulmak için uygulanan alt programlardan biri Bairstow 
Metodu'dur. n.nci dereceden polinomun genel ifadesi Denklem (3.9) ile verilmiş olsun. 


n—2 


aa yi Kk... fap ıt ka, <0 (3.9) 
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Bu denklem şu özelliklere sahip olduğu kabul edilmektedir: 
(a) Polinomun n tane tek ve/veya tekrarlayan kökü vardır; 
(b) Eğer n positif tek sayı ise en az bir tane reel kökü vardır; 
(c) Komplex (sanal) kökler her zaman eşlenikleri ile beraber mevcuttur. 


Bairstow metodunda amaç, polinomu ikinci dereceden denklem çarpanına ayırmaktır. 
Yani, 
n—2 


k...tap—(2 4 px kg)x 
(Mİ kbheİ 4k... kb, 3 kby 4 Re S (3.10) 


at aa 


burada R ve S polinomun ikinci dereceden denkleme bölünmesinden arda kalan birinci 
dereceden polinomun katsayılarıdır. Denklem (3.10)'un sağ tarafı çarpılıp sol tarafta 2'in 
aynı kuvvetlerine denk gelen katsayılar eşitlenerek devam ettirilen matematiksel işlemler 
sonunda p ve g'u iteratif olarak bulan bir metod ortaya çıkartılır. Amaç R ve S'nin değer- 
lerini sıfırlamaktır. Böylece polinom ikinci dereceden polinomların çarpanları şeklinde 
yazılabilir. Bairstow metodunun aşamaları ve formülasyonu matematiksel türetmelere 
girmeden şöyle sıralayabiliriz. 


(1). Polinomun katsayıları (a;'ları) ve p ile g için başlangıç değerleri temin edilir. 


(2). bı, katsayıları k — 2(1)n'e kadar bı, — ap — pbp. 1 — gbi. > ifadesinden hesaplanır. 
(6-1 0 ve bol alınır.) 


(3). Ara işlemler için gerekli olan c; katsayıları £ — 2(1)mw'e kadar cp — bp — pcp1 — 
gc, > ifadesinden hesaplanır. Burada da c. ; — 0 ve cg—1 alınmalıdır. 


(4). Gy Si Wi değeri hesaplanır. 


(5). 2.nci ve 3.ncü aşamalarda hesaplanan c, -3, cn-2, Cn-1, bn ve b, 1 değerlerini 
kullanarak Ap ve Ag farkları aşağıdaki formüllerden hesaplanır. 


ie Dn—1Cn—2 — bnCn—3 Ay Ün€n—2 — bn-1Ön-i 


m ? 2 
Cng — Cn—1€n-3 Cng © Cn—1€n-3 


(6). Yeni p ve g değerleri, 
Pişi pi kÖp, ve  dişı—dik Ag 


ifadeleri yardımıyla hesaplanır. Burada ; iterasyon sayısıdır. 


(ih İşlemin yakınsayıp, yakınsamadığını aşağıda verilen test ile saptanır. 
M —|Ap| *|Ag| <e 


Eğer kriter sağlanmıyor ise o zaman işlem 2.nci aşamaya gönderilir; bu işlemler kriter 
sağlanıncaya kadar tekrarlanır. 


Şimdi bu yöntemi daha iyi anlamak için bir örnek problem alarak bu iteratif işlemler 
sonucu köklerin nasıl bulunduğunu görelim. 


3.55. BAIRSTOW METODU 45 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki polinomun köklerini Bairstow metodunu yardımıyla bulunuz. 
p ve g için başlangıç değeri olarak sıfır alınız. 


274 1.525 — Mari 4 1521 — 7629 4 43.522 — 64 430 —0 


ÇÖZÜM: Problemin çözümüne başalamak için p — g — 0 alıyoruz. Ayrıca poli- 
nom yedinci dereceden olduğu içinn — 7 dir. O halde, algoritma ile verilen aritmetik- 
sel işlemleri yakınsayıncaya kadar yaparsak, verilen polinomu ikinci dereceden polinom 
çarpanına ayırmış oluruz. İterasyon işlemlerinin sadece ilk dört iterasyonu Tablo 3.5'te 
verilmektedir. 


Tablo 3.5: Bairstow Metodunun ilk dört iterasyonu 


1. Iterasyon 2. erasyon 

Kel iğ bi, Ck p—g—Ü bi, Ck 

0 1 1 1 OG şb 1 1 Ög — cg — bg 
1| 1.55 1.5 1.5 —0 1.76635 2.0327 —38.35282 
2) 11 -11 -11 Ap — —0.2663 | -11.21919 | -11.3674 | Ap—0.35422 
3) 15 15 15 10.793610 | 6.3640 

4) -76 -76 -76 Ag — 0.68966 | -65.38770 | -55.853 | Ag — 0.245621 
5 | 43.5 43.5 43.5 p — —0.26635 | 18.64014 | -0.6253 p — 0.08787 
6 | -64 -64 -64 g — 0.689655 | -13.94021 | 24.4126 g — 0.93528 
7) 30 30 13.43177 

3. İerasyon 4. Tterasyon 

kl ar bı, Ck bı. Ck 

0 1 1 1 Ög — cg — bg 1 1 Ög — cg — bg 
1)/ 15 | 14121 1.3242 —49.13731 1.49833 1.4967 —50.8 

2) 11 | -12.059 | -13.111 | Ap — —0.0862 | -11.99373 | -12.9875 | Ap — —0.0017 
3) 15 14.739 | 14.6524 13.53476 12.073 

4) -76 | -66.016 | -55.0413 | Ag — 0.05596 | -64.1339 | -51.280 Ag — 0.0087 
5 | 43.5 | 35.5159 | 26.6483 p— 0.0017 30.19063 18.309 | p — —0.00001 
6 | -64 | -5.3773 | 43.7599 g — 0.9912 -0.47842 50.322 | g— 0.9999674 
7) 30 | -2.7447 0.00747 


p ve g'nun sırasıyla 0 ve 1'e yakınsadıkları görülmektedir. Toblo daki b/'lar k — 1(1)5 
ise beşinci dereceden polinomun katsayılarıdır. Iterasyon işlemi yakınsadığında aşağıdaki 
değerleri alırlar. 


by —1, bi 1.5, b ——12, b — 135, ba -—64, bs —30 


Bu polinom aşağıdaki şekilde çarpanlara ayrılmış olmaktadır: 


(12 4 1)(2 $ 1.52$ — 1223 4 13.522 — 64 4 30) 


46 BÖLÜM 3. LİNEER OLMAYAN DENKLEMLERİN ÇÖZÜMÜ 


Tablo 3.5 incelendiğinde b;,'ların da yukarıda verilen değerlere yakınsadıkları görül- 
mektedir. bg ve b ise bölümden arta kalan terimlerin miktarlarını göstermektedir. Birkaç 
iterasyon sonra bu değerlerinde sıfır olmaları gerekir; yoksa, bölme işlemi tam olarak 
gerçekleşmiş olmaz. Bulunan bu 0b;.ları a;,'lara eşitleyip n — 5 aldıktan sonra, tekrar 
Bairstow metodunu uygularsak, bu kez beşinci dereceden polinomu ikinci dereceden poli- 
nom çarpanına ayırırız ve işlemleri geriye sadece birinci dereceden bir polinom kalıncaya 
kadar devam ettirip bütün kökleri bulabiliriz. Polinomun ikici dereceden çarpanları bu- 
lunduktan sonra, ikinci dereden denklemlerin köklerini reel veya kompleks hesaplanabilir. 
Polinomun kökleri Bairstow metodunun üç kez uygulandıktan sonra, 


TL12 — iş 134 — 21, Ts — 3, Tg — 0.5, Jy — —ö 


olarak bulunur. 


Bairstow metodu reel katsayılı polinomların köklerinin bulunmasında uygulanan ol- 
dukça etkili ve verimli bir alt programtur. Program hazırlarken ikinci dereceden denklemin 
reel ve/veya kompleks kökleri de hesaplayacak bir alt programa gerek vardır. Bu nedenle, 
Program 3'de Bairstow metodu yardımıyla n.nci dereceden polinomun bütün köklerini 
bulan BASIC programı, ikici dereceden denklemin köklerini bulan alt program ile beraber 
verilmiştir. 


Program 3. Bairstow metodu ile bir polinomun köklerini hesaplayan BASIC ana ve alt 
programları. 


04 REM -— ORNEK S5'IN COZUMU ICIN HAZIRLANAN ANA PROGRAM 
06 REM -- 10-70 SATIRLAR ARASINDA YER ALMAKTADIR. 
08 REM -—- 

10 INPUT N 

15 DIM A(N),B(N) ,C(N) 

20 FOR 1-1 TO N: READ A(1): NEXT I 

25 DATA 1.5,-11,15,-76,43.5,-64,30 

30 GOSUB 100 

35 PRINT "P>";P,"0>".0 

38 GOSUB 400 

40 PRINT : PRINT "KATSAYILAR" 

45 FOR 1-1 TO N: PRINT B(I1); : A(1)B(I): NEXT I 


50 PRINT : PRINT -—-—-—-—---- ": PRINT 
60 N-N-2 

65 IF (N>-3) THEN 30 

70 END 


80 REM -— BAIRSTOW METODU ILE N.CI DERECEDEN POLINOMUN IKINCI 

85 REM -— DERECEDEN POLINOM CARPANLARININ BULUNMASI ISLEMINI YAPAN 
90 REM -- ALT PROGRAM. 

95 REM -- 

100 Px0 : (-0 : EPS-0.00001 
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110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
175 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
270 
280 
300 
310 
400 
410 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
520 
530 
540 
550 
560 
570 
580 
590 
600 


REM —————— B(K) 'LARI HESAPLA -————————— 
B(1)-A(1)-P 

B(2)-A(2)-PxB(1)-0 

FOR 1-3 TON 
B(I)-A(1)-P*B(1-1)-0XB(1-2) 

NEXT I 

REM, -———— C(K) 'LARI HESAPLA —————————— 
C(0)-1 

C(1)-B(1)-P 


C(2)-B(2)-PxC(1)-0 

FOR 1-3 TO N-i 

C(1)-B(1)-P*C(1-1)-04C(1-2) 

NEXT I 

C(N-1)-C(N-1)-B(N-1) 

DELP-(B(N-1) *C(N-2)-B(N) *C(N-3))/(C(N-2)72-C(N-1)4C(N-3)) 
DELO-(B(N) *C(N-2)-B(N-1)4#C(N-1))/(C(N-2)72-C(N-1)XC(N-3)) 
P-P*#DELP 

0-0*DEL 

CHK-ABS (DELP) *ABS (DELO) 

IF (CHK<EPS) THEN 310 ELSE 120 

RETURN 

REM -— IKINCI DERECEDEN DENKLEMİN KOKLERİINİIN BULUNMASI ISLEMINİ 
REM -—- YAPAN ALT PROGRAM. IKICI DERECEDEN DENKLEM 

REM —— X2 *P*X1t10:0 

REM -— FORMUNDADIR. 

REM —— 

DELTA-P*P-4x( 

IF (DELTA<O) THEN 540 

DELTA-SOR(DELTA) 

X1-0.5*(-PtDELTA) : X2-0.54(-P-DELTA) 

PRINT : PRINT 

PRINT "X>";X1,"X—";X2 

PRINT : PRINT 

RETURN 

DELTA-SÇR.(-DELTA) 

RE--0.5*P : IM-0.5*DELTA 

PRINT : PRINT 

PRINT "X>";RE,Ş"e"ŞIM;" ij" 


PRINT "XE"SRE;"—"SIM;" Sil 
PRINT : PRINT 
RETURN 
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ÖZET 


Köklerinin bulunması arzu edilen bir fonksiyonun, bu bölümde işlenen yöntemlerden 
birinin uygulanmasiyle bulunabilir. Newton-Raphson veya değiştirilmiş Newton yöntem- 
leri yarı-aralık arama yönteminden daha çabuk ve daha az işlemle kökün bulunmasını 
sağlarlar. Newton'un yöntemlerinde başlangıç tahmin değeri istenildiği gibi seçilebilir. 
Eğer fonksiyonun tek kökü var ise, mevcut tek kökü; birden fazla kökü var ise, köklerden 
herhangi birisi bulunur. Böylece tahmin değerleri geniş bir aralıkta değiştirilerek diğer 
kökler de bulunabilir. Ayrıca tahmin değerleri kök'e ne kadar yakın seçilirler ise, kökü 
bulmak için yapılan işlem sayısıda o derece azalacaktır. 


Lineer olmayan denklem sistemlerinde de bilinmeyenler yok edilerek, bir bilinmeyen- 
li bir denkleme indirgenebilirse, bu durumda, bu kısımda işlenen metotlar da lineer ol- 
mayan denklem sistemlerinin köklerinin bulunmasında kullanılabilirler. Aksi takdirde, çok 
değişkenli fonksiyonların Taylor serilerinden faydalanarak Newton-Raphson formülasyonu 
uygulanarak iteratif çözüm algoritması uygulanmalıdır. 


Polinomların köklerinin bulunması için Bairstow metodundan başka metotlar da mev- 
cuttur fakat Bairstow metodu ile komplex kökleri de bulabilmemiz, bu metodu birçok 
uygulamalar için yeterli kılmaktadır. Eğer polinomun köklerinin tümünün reel olduğu 
biliniyorsa, o zaman, Newton-Raphson metodu da kullanılarak ve başlangıç değerlerinin 
değiştirimesi ile bütün reel kökler bulunabilir. 


PROBLEMLER 


3.1 v15.0892'yi kök bulma yöntemlerinden birini kullanarak hesaplayın. 
3.2 f(x) — coszcosh — 1 fonksiyonunun en küçük pozitif kökünü bulunuz. 


3.3 Aşağıdaki şekilde verilen polinomların bütün köklerini bulunuz. 


(a) fa) 11 — 8.67 — 35.5372 4 464.4 — 998.46 
(6) fa) 25 — 8" — 5372 4 64x — 846 
(| Ha) 2? 4623 — 0.525 44.471 — 329 4 6x2 — 100 


3.4 Newton-Raphson yöntemini kullanarak, e — 0.5 x 10 “ yakınsama toleransını ile 
aşağıda ilk tahmin değerleri ile birlikte verilen lineer olmayan denklemlerin köklerini bu- 
lunuz. Her iterasyonda yakınsamayı göstermek için Tablo 3.2'ye benzer bir tablo oluştu- 
runuz. 


(a) 241-269, 20) —0, 

(0) (3—2)e “—1, 2) —0 

(| 2x—in(742)—e”, 29) 02, 
(d) xin(1 42) —sin2r, 2x) —08 
(e) 


2—3x41—xsing, 7 —1 
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(#) 22(1—22—32)in() 2 —32—5, 2) —1.2 
(9) 443”—4”—9” 410” gi —0, (© 1), 

(h) zinz(241n)—34x—0, 2) —1, 

) 6457457” 67 42 İz 481-0, z(©) 02, 
İ) 2—e * 425 —sinx—0, 2x) —0.2, 

) <:49—80-0, g2, 

(0) 24-423, © —13 


3.5 Fizikte Fraunhofer ışık-kırılmasını incelerken aşağıda verilen doğrusal olmayan den- 
klem ile karşılaşılır. Newton-Raphson yöntemini kullanarak ve 00) — 1.5 alarak, bu den- 
klemin kökünü beş ondalık basamağa (e — 0.5 x 10“) doğru hesaplayın. 


sin 0 — SE 
v2 
3.6 Aşağıdaki doğrusal olmayan denklem, dişliler tasarlanırken bir helisel dişli sisteminin 
hareketinde elde edilir. 
tand—0—K 


burada K bir sabittir. Newton-Raphson yöntemini kullanarak ve 0(©) — 0.5 alarak, beş 
ondalık basamağa kadar (e — 0.5 x 10 5) K —0.005 için kökü tahmin ediniz. 


3.7 72 4 e“ — 2xe “ denkleminin çok katlı bir kökü olduğu bilinmektedir. Bu kökü, 
e — 0.5 x 10 “ mutlak hata toleransı dahilinde, hesaplamak için değiştirilmiş Newton- 
Raphson yöntemini kullanın. İlk tahmin için &(©) — 1 alınız ve her iterasyonda yakınsamayı 
göstermek için Tablo 3.3'e benzer bir tablo oluşturun. 


3.8 Revize Van der Waals Durum Denklemi, Redlich—Kwong durum denklemi, gazların 
hacmini (VW), basıncını (P) ve sıcaklığını (7) ilişkilendiren ampirik bir cebirsel denklemdir. 
Genel olarak, kritik sıcaklığın üzerindeki sıcaklıklarda van der Waals denkleminden ve ideal 
gaz denkleminden daha doğrudur. Redlich—Kwong aşağıdaki yaklaşımı önermiştir: 


(e | m) (W—b)—RT 


burada R, evrensel gaz sabitidir (—0.08206 atm-L/mol-K), a ve b, maddenin kritik özel- 
likleri (T,, P..) ile ilgilidir sabitler olup, şu şekilde tanımlanır: 


MN RT, 
a — 0.42747 7. ve b— 0.08664—— 
Cc CcC 


I mol bor triklorür (BC13) (7.—455 K, P.—39,46 atım) gazının 310 K ve 1.15 atm sıcaklık- 
taki hacmini hesaplayınız. İlk tahmin için V©) — 10L kullanın. 


3.9 /(0) —e Öİ(3sin3t) 4 0.3sin 44 fonksiyonunu maksimum yapan t değerini bulunuz. 


3.10 Aşağıda tablo halinde verilen fonksiyonun ters interpolasyon yöntemiyle kökünü bu- 
lunuz. 
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NN AC) 

3.6  -0.09546 
3.1 #0.05383 
3.8  -0.01281 
3.9 —0.02724 
4.0  —0.06604 
4.1  —0.10327 


3.11 İki bilinmeyenden oluşan iki lineer olmayan denklemden oluşan sistemi Newton- 
Raphson metodu ile çözmek için Newton-Raphson formülasyonunu türetiniz ve bunun Xx 
wlik sistemlere genelleştiriniz. ZPUCU: Birinci denklemi fı (2, y) — 0 ve ikinci denklemi 
de f>(x, y) — 0 şeklinde yazdıktan sonra Taylor serisinin ilk iki teriminden sonrasını ihmal 
ederek işleme başlayınız. Taylor serisi iki değişkenli fonksiyonlar için, 


e a) SN 
ie) <X (e-aolz t)zg) Hes) 


şeklindedir. 


3.12 Aşağıdaki şekilde verilen denklem sistemini yoketme işlemini uyulayarak ve 3.11 ile 
geliştirilen Newton-Raphson metodu ile çözünüz. 


-3b— yYes5 
a -c—5 
sin(a * b) —1 


Bölüm 4 


NÜMERİK İNTEGRASYON 


Temel olarak nümerik integrasyon, ya analitik integrali mümkün olmayan ya da integrali 
çok zor olan integrallerin hesaplanmasında kullanılır. Bilgisayar programlarında analitik 
integrali mevcut olan fonksiyonların analitik integralleri ya da en genel formülleri program- 
lanmalıdır. Bunun avantajı integrallerin hatasız hesaplanmasından kaynaklanır. Nümerik 
integrallerde ise belirli derecelerde hata mevcuttur. Buna rağmen, kesikli olarak dağılımı 
verilmiş fonksiyonların integrallerini de analitik olarak hesaplamamız mümkün değildir. 
Bu tür fonksiyonlar sık sık bir diferansiyel denklemin nümerik çözümü veya deneysel ver- 
iler şeklinde karşımıza çıkar ve analitik integrallerini hesaplayamayız. Bu nedenle, bu 
bölümde değişik nümerik integral hesap tekniklerine yer verilmektedir. 


4.1 YAMUKLAR KURALI 


f(x) fonksiyonunu a < x < b aralığında integre edilebilir bir fonksiyon olsun. Bu f(2) 
fonksiyonunun belirtilen aralıkta belirli integralinin hesaplanmasını arzu edelim. 


J— | iyiz (4.1) 


Bu Ja, b| aralığı genişliği k olan N eşit parçaya bölelim. Bu durmda aralık genişliği, 


b—a 


h— 
N 


(4.2) 


ifadesinden hesaplanır. 


Bu fonksiyon ve oluşturulan alt aralıklar Şekil 4.1'de verilmektedir. Şimdi Şekil 4.1'de- 
ki gibi sadece iki alt aralığı göz önüne alalım. Burada f;-1, fi, fişi noktaları birer doğru 
ile birleştirildiklerinde bu doğrular ile f(x) fonksiyonuna bir yaklaşımda bulunulmuş olup, 
doğrular f(&) için &;-1 ile &; ve &; ile x;41 aralıklarında basit interpolasyon polinomları 
olarak hizmet ederler. Doğruların altında kalan alanlar (yamukların alanları): 


ise 7 O (2) (4.3) 


ol 
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hi 


İsa 


yzf(x) 


Xa Xi il 
Şekil 4.1: 
Tep i kli 
pe Haydan (ELİE) (4.4) 


olup, fonksiyonun 2; < x < x;,1 aralığındaki integrali yamukların alanları toplamıdır. 


Li pio)jdr IM Kajdı * | Fajdı (4.5) 


Denklem (4.5), Denklem (4.3) ve (4.4)'ün yardımıyla integral aşağıdaki şekilde düzen- 
lenebilir: ” 
il 


Aş kA ıs 7 Hajdı < 5 (fi 2k fi) (4.6) 


Ti—1 


Denklem (4.6)'yı oluşturlab çok sayıda alt aralıklara uygularsak, genişletilmiş Yamuk- 
lar kuralı yaklaşımı, 


b 
J iel Zek 2h 240420 4 İN) (4.7) 
veya 
b h N—I 
| Hajdı 2 (ain2X 1) (4.8) 
izl 


olarak yazılır. Burada fo — /(a) ve fx — f(b)'yi ifade etmektedir. Denklem (4.8) ile 
verilen formül malesef integralin hesabında yapılan hata mertebesi hakkında hiç fikir ver- 
memektedir. Hatanın büyüklüğünü ve mertebesini bulmak için Taylor serisine başvuraca- 
gız. 


İşlemimize aşağıdaki belirsiz integrali tanımlayarak başlıyoruz. 
ii - | Hajde (4.9) 


burada /(x)'in analitik olduğunu varsayarak, /(x)Y'i x;#'nin h yakınlığında Taylor serisine 
açalım: 
h> h3 
Mai Kh) — Tai) hifi) $ yi) (ai) Ol) (4.10) 
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Denklem (4.9) ile verilen tanımdan hareketle, 

T(zi) > fi) ve (a) > f'(ai), vs... 
olduğu gösterilebilir. Denklem (4.10) artık f(x) fonksiyonu cinsinden yazılabilir. 
ON hö 
ziy) > Hai) #hflei) 4 zl) 4 İli) O) (4.11) 
Şimdi Bölüm 1'de birinci dereceden türev için bulduğumuz ileri fark formülünü, 
İlişki) — fi) h 


flaş) EEE, 2160) 4 O) 


Denklem (4.11)'de yerine yazalım. Sadeleştirmeler sonunuda 
h h? ” 4 
Miişi) > Hai) $ 5 laişı) t İli) — 55 İ (si) kOlh ) (4.12) 


bulunur. Burada (2; ,1) ile /(2;) nin anlamını hatırlarsak, /(0; 41) — 1(2;) terimi |; 41,5) 
aralığının belirli integraline eşittir. S;,1 değişkenini Denklem (4.13) şeklinde tanımlayalım. 


3 
Siya < Tariş) — Kesi) < 5 leşi) # le) — 75f"le) # Ol) (413) 


Yamuklar kuralı ile integrale denk gelen terim h(f(2;41) * f(2;))/2 iken, geriye kalan 
terimler hata kısmını içermektedir. Nümerik integrali Ja, 6) aralığının tümüne yayarsak; 
diğer bir değişle, belirli integral, 


N—I 
I— Si; 
iz0 
veya 
h N—I h3 N—I 
I— 5 (0 * f(0) 42 X. 1) “pp (a)... (4.14) 
5—1 i—0 


şeklinde olacaktır. 


Dominant hata terimini daha anlaşılabilir? bir forma sokmak için, ilk önce Ortalama 
Değer Teorem'ini Denklem (4.14)'teki toplam işareti ile verilen hata terimine uygulayalım. 


N—I 
> (a) Nf(8), asEsb (4.15) 
i—0 
Şimdi de Denklem (4.2)'nin yardımıyla, 
b 
Np) Sİ pe) (4.16) 


yazabiliriz. 
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Denklem (4.16) kullanılarak hata terimi biraz daha basitleştirilebilir. 


h# (b— a) a R2 
5 ip lm 


(6—a)f”(E) (4.17) 


Sonuç olarak Yamuklar kuralı ile intergral formülü hata terimlerini de içerecek şekilde, 


h VE h? 
Te a -f0) 423, re) — 55(0—0)f(6) 1... (4.18) 
izl 
veya indisli gösterim kullanımıyla 
h N—I 
15 (a 4 İN 42 2. &) *O(h) (4.19) 


genel formülünü elde ederiz. 


Böylece Yamuklar kuralı ile integral alma işleminin hata mertebesinin O(h) olduğu 
anlaşılır. Integrasyon tekniğinin hassasiyetini hata terimini tahmin ederek arttırabiliriz. 
Bunun için f/”(€) fonksiyonuna bir yaklaşım şu şekilde yazılabilir. 


(6) — Fa) 


(0) — 


Bu yaklaşımı Denklem (4.18)'de yerine yazarsak, 


N-—I »2 
ha 5 (0 flo) 2 > 1) 3 (#06) — f'(a)) (4.20) 
si 


denklemi elde edilir ki bu denklem'e Uç-noktalı Düzeltilmiş Yamuklar Formülü denir. Bu 
isimlendirme /” değerlerinin sadece uç noktalarda gerekli olmasından kaynaklanmaktadır. 


Bu hata teriminin ilavesiyle, aslında, integral işleminde yapılan hata dördüncü mertebeden, 
O(hİ), olmaktadır. 


Eğer integrali hesaplanacak fonksiyon kesikli dağılım şeklinde ise, özellikle uç-nokta 
düzeltilmiş formüllerdeki türev için yüksek mertebeden sonlu fark formülü ile hesap- 
landıktan sonra kullanılmalıdır. 


ÖRNEK 1. Aşağıdaki integrali (0,1| aralığını 5 eşit parçaya bölerek ve Yamuklar 
Kuralı ile hesaplayınız. Daha sonra hata terimini de hesaplayarak uç-noktalı düzeltilmiş 
formüle göre integral'i hesaplayıp analitik integral değeri ile karşılaştırınız. 


1 
| r(a? -3)da 
0 


ÇÖZÜM: Bu integrali hesaplamak için ilk önce aralık genişliğini saptayalım: h — 
(6—a)/N—1/5—0.2. 
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Tablo 4.1: Örnek 1 ile verilen problem için hazırlanan tablo. 


Li Hah Ci: faj) 
0.0 0.00000 0.00000 
0.2 5.61890 o 11.23780 
0.4 12.662180  25.24360 
0.6 22.75986 (o 45.51972 
0.8 38.558280 77.16560 
10 64.000000  64.00000 

Toplam— 223.16672 


OB ENR Ol. 


Aralığın beş eşit parçaya bölünmesi sonunda altı nokta ve bu noktalara ait fonksiyon 
değerlerinin bilinmesi gereksinimi ortaya çıkar. Fonksiyonun değerlerini aralık içinde 0.2'lik 
arttırılmlar için hesaplayalım. Daha sonra, x;'ler ve f;'leri hesaplayalım. Hesaplanan bu 
değerleri Tablo 4.1'deki gibi bir tabloda toparlayalım. Bu tabloda fonksiyon değerlerinin 
yanısıra C; : f(x;) değerleride verilmiştir. (Burada C; katsayısı sınırdaki noktalar için 
Co — Cs — 1 ve orta noktalar için C; — 2 (i—1,2,3,4) alındığına dikkat ediniz.) C; f(x) 
sütunundaki toplam Denklem (4.19)'daki köşeli parantez içinde yer alan ifadeye eşittir. 


4 


fo 4 fp 42X | fi — 223.16672 
izl 


Daha sonra, bu değeri integral formülünde (Denklem (4.19)'da) yerine koyarsak, 


h 0.2 
İntegral — 5 (223.16672) — ——(223.16672) — 22.316672 


bulunup, yapılan mutlak hata (/21.875 — 22.316672|) 0.441672'dir. 


Şimdi de Denklem (4.20)'de verilen hata terimini hesaplayalım. Bunun için /”(x)'e 
ihtiyacımız vardır. Fonksiyon türevi, f”(7) — (22 4 3)7(72? 4 3) olduğuna göre buradan 
f'(0)—27 ve f'(1)—160 bulunur. Dolayısıyla, hata 


al ee, . SA 
Hata - —1-1f'(1) — f'(0)) - — 


(160 — 27) — —0.4433333 


olarak bulunur. Uç-noktalı düzeltilmiş formülle integrali hesaplamamız için, bu hatayı 
bulduğumuz integral değeri ile toplamamız yeterlidir. 


Hata Terimi ile İntegral—22.316672 -- (—0.4433333) — 21.8733334 


bulunur ki bu integral değeriyle yapılan mutlak hata 0.001667 dir. 
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Program 1. Yamuklar kuralı ile bir f(x) fonksiyonunun Ja, b| aralığındaki belirli inte- 
gralini hesaplayan BASIC Programı. 


10 REM -- YAMUKLAR KURALI ILE INTEGRAL HESABI YAPAN PROGRAMDIR. 
20 REM -- FNF(X) INTEGRALI HESAPLANACAK FONKSIYON 
30 REM -- FNP(X) FONKSIYONUN X*E GORE TÜREVİ 


40 REM -- N — ESIT ARALIK SAYISI 
50 REM -- H — ARALIK GENISLİGĞİ 
60 REM -- A,B — INTEGRAL SINIRLARI 
70 REM -- 


80 DEF FNF(X)-X*(X*X43)73 

90 DEF FNP(X)2(X4*X13) “24(74X4X43) 

100 READ A,B,N 

110 DATA 0,1,5 

120 H-(B-A)/N 

130 INTEGRAL-O.5X*(FNF(A)*FNF(B) ) 

140 FOR 1-1 TO (N-1) 

150 XSA*I*H 

160 INTEGRAL-INTEGRAL*FNF(X) 

170 NEXT I 

180 INTEGRAL-INTEGRAL*H 

190 CLS: PRINT "YAMUKLAR KURALI ILE — ";INTEGRAL 
200 HATA--H*H*(FNP(B)-FNP(A))/12 

210 INTEGRAL-INTEGRAL*HATA 

220 PRINT 

230 PRINT "UC-NOKTA DUZELTILMIS YAMUKLAR KURALI ILE- ";INTEGRAL 
240 END 


4.2 SİMPSON KURALI 


Simpson kuralı ile integral işleminde, her bir alt aralık bir doğru yerine, o aralık için 
bir parabol ile birleştirilerek, parabol altında kalan alan hesap edilir. Bu kısımda bunun 
geometrik olarak ispatından ziyade Taylor serisi yaklaşımı ile integral formülünü türetip, 
aynı zamanda integral hata mertebesini saptayacağız. 


IaYin o; * h yakınlığında Taylor seri açılımları: 


2 
Te kk) < Hasa) < Ti) 4 hf) 4 e 


he he 
#7 (ai) 4 7 fe) KO) (421) 
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h2 h3 h1 
Mai — h) > Mai) < İzi) — hili) $ çi) — a fi) Zİ (a) 
hi h“ 
Pele) 4 ZE flaş) 4 O) 4.22) 
Denklem (4.21)'den Denklem (4.22) çıkartılırsa, 
hö hi 
İaişı) — Iaiı) > 2hf(i) ic) Si G0) Ki) 4 Oh) (4.23) 
İ”(2i) için merkezi fark formülü Denklem (4.24) ile verilmektedir. 
iki) — 2İlLi i— g” 
peş) İli) Aİ KE fa) Ol) (4.24) 


Denklem (4.24)'ü Denklem (4.23)'te yerine koyduktan sonra yapılan sadeleştirmeler sonu- 
cunda 


5 
Kişi) — Hic) < Şiber) 4 4flen) 4 Hai — Şile) O) 425) 


bulunur. Fakat /(9;41) — I(7;-1) sadece (2; 1, &;ş1| aralığının belirli integrali vermekte- 
dir. Ja, b| aralığındaki belirli integralin hesaplanması için D; — /(2;41) — I(;-1) olarak 
tanımlarsak, o zaman, integral 


N—I 

IX! D—-D4D34D54...4 Du 34 Di (4.26) 
—1l 
i tek 


şeklinde olacaktır. W;'nin tanımını da kullanarak, 


he Ula) 4 4f(a 4 h) 4 2f(a 4 2) 4 Afa 4 Bh) 4 la 4 4) 4 le — 2) 
p5 N—I j N 
tAf0—h) * fO— Y. Fa) * Ol) (4.27) 
ik 


elde edilir. Bu denklemdeki hatayı kontrol eden terim yamuklar kuralında olduğu gibi 
benzer yolla 


45 N—I i hi , 
ön 2. J (2i) > —z(b—a)f (€) 
i tek 


şeklinde yazılabilir. Ayrıca, 


2 Om) - ol) — O(h6) 


olduğuna da dikkat edilmelidir. 
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Bu işlemler tamamlandıktan sonra integral formülümüz son halini alır. 


Ke. fok fn kA f2 Np — 1g 0 - af) 4 O) (4.28) 
Et i—2 
i tek i çift 


Denklem (4.28) ile verilen bu formül Ja, b) aralığını kapsamakta olup, formülün hata 
mertebesi O(h*)'tür. Ayrıca, Simpson Kuralı içinde uç-noktalı düzeltilmiş bir formül de 
geliştirilebilir. Bu formül Denklem (4.29) ile verilmektedir. 


N—1I N—2 


r- lorem 416 V la $ A) - a) Eğ, 
vk ik 


ÖRNEK 2. Aşağıdaki integrali nümerik olarak Yamuklar ve Simpson kurallarını kul- 
lanarak, normal integrasyonun yanısıra uç-noktalı düzeltilmiş formülleri değişik N (aralık 
sayısı) değerleri için hesaplayarak karşılaştırınız. 


T/2 
li sin(2 cos 2) sin? xd 
0 


ÇÖZÜM: Nümerik işlemlerden ziyade sonuçlar Tablo 4.2'de verilmiştir. Bu Bölümde 
verilen programlar yardımıyla tablodaki değerler kontrol edilebilir. Oğrencilerin bir hesap 
makinası vasıtasıyla bu nümerik integralleri hesaplaması tavsiye edilir. 


Tablo 4.2: Örnek ? ile verilen problemin farklı alt programlar ile çözümünün özeti. 


METOD N I I—I 
Yamuklar Kuralı o0(4 00.481485 0.026482 
6 0.496396 00.011571 

10 0.503836 0.004131 

Yamuklar Kuralı (04 00.507187  0.000780 
(Düzeltilmiş) 6 0.507819 00.000148 
10 0.507948  0.000019 

Simpson Kuralı 4 0.512682 -0.004715 
6 0.508646 -0.000679 

10 0.508045 -0.000078 

Simpson Kuralı 4 0.508286 -0.000319 
(Düzeltilmiş) 6 0.507984 -0.000017 
10 0.507967  0.000000 

Gerçek — 00.507967  0.000000 


4.2. SİMPSON KURALI 


Tablo 4.2 incelendiğinde, hem yamuklar hemde Simpson kuralları ile bulunan integral 
değerlerinin aralık sayısının arttırılması ile gerçek integral değerine yaklaştığı görülmekte- 
dir. Aralık sayısı çift olduğundan Simpson kuralı ile elde edilen sonuçlar Yamuklar kuralın- 
dan daha iyi olmakla beraber düzeltilmiş formülle hesaplananlar da aynı eğilimi göstermek- 


tedir. 


Bu kısımda da aynı şekilde hem normal hemde düzeltilmiş Simpson integral hesabı 


yapan program verilmektedir. Fonksiyon ve türevi Örnek 2 için esas alınmıştır. 


Program 2. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun integralini Ja, b| aralığında belirli inte- 


gralini hesaplayan BASIC Programı. 


10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 
100 
110 
120 
130 
135 
140 
145 
150 
160 
170 
180 
185 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
2170 
280 


REM -—— SIMPSON KURALI ILE INTEGRAL HESABI YAPAN PROGRAMDIR. 
REM -— FNF(X) > INTEGRALI HESAPLANACAK FONKSIYON 

REM -— FNP(X) > FONKSIYONUN XWE GORE TUREVI 

REM -——- N - ESIT ARALIK SAYISI (N-CIFT OLMASI GEREKİR) 
REM ——- H — ARALIK GENISLİGĞİ 

REM -—- A,B — INTEGRAL SINIRLARI 

REM —— 

DEF FNF(X)>SIN(24C0S(X) ) #SIN(X) 72 

DEF FNP(X)-SIN(24X) #SIN(2#C0S(X) ) -24SIN(X) 734C0S(2xC0S(X)) 
READ A,B,N 

DATA 0,1.5707963,10 

H> (B-A) /N 

TOPLA1-0 

TOPLA2-0 

UCLAR-FNF(A) *FNF(B) 


REM 
FOR 


-—— TEK'LER TOPLAMI 
1-1 TO (N-1) STEP 2 
X-A*IxH 

TOPLA1-TOPLA14FNF(X) 


NEXT I 


REM 
FOR 


-— CIFT'LER TOPLAMI 
1-2 TO (N-2) STEP 2 
X2AtI»H 

TOPLA2-TOPLA24*FNF(X) 


NEXT I 
HATA--H*(FNP(B)-FNP(A)) 

INTEGİZH* (UCLAR*4*TOPLA142*TOPLA2) /3 

INTEG2-H* (7#UCLAR*16*TOPLA1414*TOPLA24HATA) /15 


CLS: 


PRINT "SIMPSON KURALI ILE INTEGRAL- ";INTEGİ 


PRINT "UC-NOKTA DÜZELTILMIS SIMPSON KURALI ILE>";INTEG2 


END 
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4.3 ROMBERG İNTEGRASYONU 


Güçlü ve etkili nümerik integral alma tekniği olan bu metod Yamuklar kuralı ve Richardson 
ekstrapolasyon işlemine dayanmaktadır. Bu ekstrapolasyonu uygulamak için yamuklar 
kuralının hata terimlerinin genel şeklini hatırlayalım. indexIntegral!Romberg kuralı 


İs 


2 
3 


N—I 
f(a) 4 f(b) 423 Ha- m) FOR ED EN pe. (4.30) 
71 


Burada C, D, E, vs, f(a) ve f(2x)'in türevlerini içeren fonksiyonlardır. Eğer 


i-? İfa af) s2Y Hari) 
izl 
olarak tanımlarsak, Denklem (4.30) 
İ—I—Ch—Dhİ-ERSİ|... (4.31) 


şeklinde yeniden düzenlenebilir. 


Şimdi de iki değişik hı ve ha aralık genişliklerini ve bu aralıklarla hesaplanan nümerik 
integralleri olan /, ve /3'yi göz önüne alalım. 


4 sI—-OM— DERİ. (4.32) 


İ)—I—Ch3)— Dh—Ehİ$... (4.33) 
Burada hı — 2h> olduğunu varsayalım. Denklem (4.32) ho» cinsinden 
İ, — I — 4Ch3 — 16Dh3 — G4Eh$ 4... (4.34) 


bulunur. Daha sonra Denklem (4.33) “4” ile çarpılarak Denklem (4.34)'ten çıkartılıp “3” 
e bölünürse, 
4İ> — İ, 
3 


—144Dh3420Eh$ 14... (4.35) 


elde edilir. İşte bu işleme Richardson ekstrapolasyon'u denir. 
Aynı şekilde h3 — h2/2 alınarak İş ve İz arasında ekstrapole edilirse, 
Aİ3 — İz 


m ADh3 4 20Eh$ 4... (4.36) 


bulunur. 


Denklem (4.35) ve (4.36)'ı kullanarak h* içeren terimler de yok edilerek hata mertebesi 
O(h5) olacak şekilde yeni bir ifade geliştirilebilir. Romberg integrasyonunda, bu şekilde 
integral aralığı her defasında iki ve ikinin katlarına bölünerek hassasiyet arttırılır. Bu 
nedenle, Romberg integrasyonuna başlayabilmek için ilk işlem Yamuklar Kuralı ile integral 
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hesaptır, ve formülün Romberg metoduna göre daha uygun gösterimi Denklem (4.37) ile 


verilmektedir. 


h z i 
ii ta -f(0) 42$  flaih) (4.37) 
izl 
burada h—(b—a)/2“-I ven—2-! — 1 dir. Buna göre, 
b—a 
Yı — 5 (fa) * f(b)İ 
b—a b—a 
Ya > Şİ ff) 420 (a 5) 
b— z. — 
Yin i |/(a) * f(b) 2f (4 —<) *-2f (a —<) *-2f (a 2) 
şeklinde yazılabilir. Buradan aşağıdaki bağıntıların çıkartılabildiğini gözleriz. 
Yı b—a b—a 
Yı — 
e 2 zi (a 2 ) 
Ye b—a —a (b—a) 
a öy iş 
ia Ae (arefe 2) 
Bu bağıntıları Denklem (4.38) ile genelleştirebiliriz. 
yı Yi b-a (2i- Y6—-a)) |, 
ar Rİ e e ls Re (4.38) 
izl 
Ekstrapolasyon formülünün en genel hali de Denklem (4.39) ile verilmektedir. 
APİY, ika > Ye ik 
Yak > ER >. (4.39) 
Örneğin, n — 2 için, 
4Y,5—Y, 4Yı3— Yı 
iz 2. LI ME > 1,2 


Bu ifadelerle hesaplanan integrallerin hata mertebesi O(h9) tür. n — 3 için, 


elde edilir. Buradaki ifade ile hesaplanan integralin hata mertebesi de O(h5) dır. Sonuçlar 
uygun bir tablo halinde hazırlanabilirler. 
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Ya Yaz Y32 Ya 


i 3 zi N Yn-21 
Yay Yön Yön Yağ yk b Ya 


Köşegen üzerindeki değerler tablonun sağ uç notasına doğru ilerlendikçe birinci sütun- 
daki Yamuklar kuralı ile bulunan değerlerden daha çabuk gerçek integral değerine yakınsar. 
Bu şekilde oluşturulan tabloya Romberg Tablosu denir. 


Tablodaki değerlerin geometrik yorumunu yapmak gerekirse, ilk sütundaki değerler 
aralıkların bir doğru ile birleştirilmesi (yani, lineer interpolasyon) sonucu eğri altında 
kalan alan hesap edilmektedir. Bu konuya Yamuklar kuralı işlendiğinde demiştik. İkinci 
sütundaki değerler, aralıkların parabol ile interpolasyonu sonucu parabol altında kalan 
alan hesap edilimesine (Simpson kuralına) denk gelmektedir. Üçüncü sütundaki değerler 
ise üçüncü dereceden, dördüncü sütundaki değerler dördüncü dereceden vs., polinomlar 
ile interpolasyon işlemlerine denk gelmektedir. Nümerik integral tahmini, bu polinomların 
altında kalan alanların hesabına eşittir. 


.. 


ORNEK 3 Aşağıdaki integrali Romberg integral tekniği ile hesaplayınız ve Romberg 
Tablosunu oluşturunuz. 
Z de 


ı 


ÇÖZÜM: İntegral sınırları (1,2) olduğundan, sınır değerleri: f(1)—1 ve f(2)0.5 tir. 
Dolayısıyla Y, ı, 


— 1 
fa) * f(0))  —— İf) $ f(2)) > zl $ 0.5) — 0.7500 
olarak bulunur. Benzer şekilde, Denklem (4.38) ve (4.39) kullanarak Romberg Tablosu is- 


tenilen dereceye kadar oluşturulabilir. Diğer miktarlar da hesaplanmış ve Romberg tablosu 
Tablo 4.3'te verilmiştir. 


Tablo 4.3: Örnek 3 için Romberg Tablosu. 


0.7500000 

0.7083333  0.6944444 

0.6970237  0.6932539  0.6932744 

0.6941217 0.6931543 0.6931476 0.6931471 
0.6933907  0.6931473 0.6931468 0.6931468 0.6931468 
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Gerçek integral değerinin 0.6931471 olduğunu göz önüne alarak Romberg Tablosunun 
integrale nasıl yakınsadığını inceleyiniz. Ayrıca, şu soruyu cevaplamaya çalışınız: Tablo- 
nun en son değeri olan 0.6931468'in hesabının hata mertebesi O|(0.2)19)'dur. Neden? 


4.4 GAUSS KUADRATÜRLERİ İLE İNTEGRAL ALMA 


Gauss kuadratürleri ile integral almada amaç, bir f(x) fonksiyonunun |(-1,1| aralığında 
belirli integralini bir sonlu toplam olarak elde etmektir. Yani, 


N 
fa)da —wf(aı) kw f(22) 4... KWNİ(EN) XY wifi) 
> izl 


buradaki x; ve w; integral parametreleridir. Bu parametrelerin neler olduklarına girmeden 
önce, bu konuyla ilgili olan Gauss-Legendre polinomlarına ve onların özelliklerine bir göz 
atalım. 


En genel n.nci dereceden Legendre polinomu, 


Li 


— Bana EŞ 


dl) 


ile verilmektedir. 


n 0 ven — 1 için Legendre polinomları, P(x) — 1 ve P(x) — x bulunur. Ayrıca 
daha yüksek mertebeden polinomların Denklem (4.40)'a başvurmadan bulunabilmesi için 
Denklem (4.41) ile verilen rekürans bağıntısı da mevcuttur. 


(0 #1) Pngı(a) — (2n * Ya Pp(a) *nPn-1(2) —0, n227 (4.41) 


Dolayısıyla, bazı Legendre polinomlarını şöyle sıralıyabiliriz: 


BijE 5081 -1, Pile) - 262? -3), Ela) 5(857* 302 4-3) 


Yapılan çalışmalar sonunda bahsedilen parametreler ile Gauss-Legendre polinomları ara- 
sında bir ilişki olduğu görülmüştür. Bu ilişki şu şekilde özetlenebilir: 2x;'ler ile verilen 
parametreler integrasyon derecesine denk gelen Legendre polinomunun kökleridir. Ağırlık 
olarak da adlandırılan w;'ler ise aşağıdaki bağıntıdan hesaplanır. 


2(1— 27) 


W > Kia) Mi 


Zi; ve w; parametrelerine hep birlikte Gauss veya Gauss-Legendre kuadratürü denir. 
Bu integral yöntemi ile yapılan hata miktarı Denklem (4.43) ile hesaplanır. 


DESENİNE 


İN NEDENİ 


fEM(E), (<1<€<i) (4.43) 


64 
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Program 3. Romberg metodu ile herhangi bir f(x) fonksiyonunun arzu edilen has- 
sasiyette belirli integralinin hesabını yapan BASIC Programı. 


10 
20 
30 
40 
50 


REM -—— ROMBERG METODU ILE INTEGRAL HESAP YAPAN PROGRAMDIR. 
REM -—- FNF(X) INTEGRALI HESAPLANACAK FONKSIYON 


REM -——- A,B — INTEGRAL SINIRLARI 
REM -—— EPSİ — INTEGRALIN HESABINDA ARZU EDILEN HASSASIYET 
REM —— 


DEF FNF(X)-1/X 
READ A,B,EPSI 
DATA 1,2,0.0001 
H-B-A 
EPSI-LOG(EPSI) : FRK-LOG(0.25*H) 
M-INT(EPSI/FRK) 
IF (M<0) THEN M--M 
IF (M>8) THEN M-8 
DIM Y(M,M) 
Y(1,1)20.54#H#(FNFC(A)*#FNF(B)) 
X-0.5*H 
Y(1,2)20.5x(Y(1,1)*H#FNF(AKX)) 
FOR K-2 TOM 
NOKTA-2” (K-2) 
TOPLA-O : ARALIK-2“(K-1) 
FOR 1-1 TO NOKTA 
X-A1(2x1-1) /ARALIK 
TOPLA-TOPLA*ENF (X) 
NEXT I 
TOPLA-H*TOPLA/ARALIK 
Y(1,K)20.54Y(1,K-1)*TOPLA 
NEXT K 
REM -- RICHARDSON EKSTRAPOLASYON ISLEMI 
FOR N-2 TOM 
CARPAN-4” (N-1) 
FOR K-N TOM 
Y(N,K)>(CARPAN*Y(N-1,K)-Y(N-1,K-1)) /(CARPAN-1) 
NEXT K 
NEXT N 
CLS: PRINT "ROMBERG TABLOSU": PRINT : 
FOR K-i TO M: FOR N-i TOK 
PRINT TAB((N-1)*1211);Y(N,K); 
NEXT N: PRINT: NEXT K 
END 
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Her ne kadar Gauss kuadratürleri tablodan okunabileceklerse de yüksek mertebe- 
den Gauss kuadratürlerini programa veri olarak temin etmekte sık sık veri-giriş hataları 
yapılabilmektedir. Bu nedenle, bu kısımda Program 4'de Gauss kuadratürlerini hesaplayan 
bir alt programa yer verilmiştir. 


Program 4. Gauss Kuadratürlerini hesaplayan BASIC alt programı. 


200 REM -- |(-1,1) ARALIGI ICIN GAUSS-LEGENDRE KUADRATURLERINI 
210 REM -— HESAPLAYAN ALT PROGRAM DIR. BURADA 


220 REM -—- X(i) - LEGENDRE POLINOMUNUN KOKLERI ve 
230 REM -—- WC(i) - AGIRLIKLAR DIR. 
240 REM -—- 


250 PI-4*ATN(1) 

260 M-INT((N*1)/2) 

270 E1-N*(N*#1) 

280 FOR 1-1 TOM 

290 o T-(4*1-1)xP1/(44N42) 

300 XO -(1-(1-1/N)/(84N*N) ) *COS(T) 


310 PKMİ2İ1 

320 PK — X0 

330 FOR K2- 2 TON 

340 T1-XO0#*PK 

350 PKP1-T1-PKM1-(T1-PKM1) /K*Tİ1 
360 PKM1 — PK 

370 PK > PKP1İ : NEXT K 


380 DEN-1-X0*X0 
390 DI-N*(PKM1-XO#PK): DPN -D1/DEN 

400 O D2PN-(24XO04#DPN-E1XPK) /DEN 

410 O D3PN-(4*XO#D2PN*(2-E1) *DPN) /DEN 

420 (o DAPN-(64XO#D3PN1(6-E1) #D2PN) /DEN 

430 (O U-PK/DPN: V-D2PN/DPN 

440  H--U#(140.5*U#(VHU#*(V*V-U#D3PN/ (3*#DPN) ) ) ) 

450 O P-PKtH*(DPNHO.5xH*(D2PN4-H/34 (D3PN*. 254#H*DAPN) ) ) 

460 DPZDPN*H*(D2PN40.54H* (D3PN*H4DAPN/3) ) 

470 H-H-P/DP: X(1I)-X01H 

480 O FX-DIİ-H*EİX(PKtO.5*H*(DPN*H/34 (D2PN40 . 25*H4 (D3PN*0 . 24H4DAPN) ) ) ) 
490  W(1)-24(1-X(I)4X(1))/(FX#FX) 

500 NEXT I 

510 IF(24*M>N) THEN X(M)-0 

520 IF(24*M>N) THEN MF-M-1 

530 IF(2*M-N) THEN MF-M 

540 FOR 1-1 TO MF: X(1)--X(1): NEXT I 

550 FOR 1-1 TO MF 

560 MI-MtI: II-M-141 
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570 IF (MF>(M-1)) THEN TI-M-I 
580 X(MI)--X(II) 

590 W(MI)- WCIT) 

600 NEXT I 

610 RETURN 


.. 


ORNEK 4. 3-Nokta Gauss kuadratürünü bulunuz. Daha sonra aşağıdaki integrali 
hesaplayarak analitik sonuç ile karşılaştırınız. 


1 
J 12 cosxdı 
— 


ÇÖZÜM: N — 3 için Gauss kuadratürü arzu edildiğinden x;'leri bulmak için P-(&) 
sıfıra eşitlenerek 3.ncü dereceden polinomun kökleri bulunur. Yani, 


> çalöz? -3)-0 


Bu polinomun kökleri, x, — 0 ve x>3 — &0.7745966 dir. Ağırlıklar da Denklem (4.42)'den, 


2f1 — 02) 
— ŞE  İ 088888 
O BTP 
2l1 — (0.7745966)?2| 
— — 0.55555 
m 327P,(0.7745966)12 
211 — (—0.7745966)2) 
- — 0.55555 
e» 321P,(—0.7745966)2| 


bulunur. 


N — 3 için Gauss kuaratürleri ile integral hesap formülü, 
1 
in , Hajdı <wıf(zı) * w> f(2) kk wf(a3) 


halini alır. 


Kuadratür değerlerini yerine yazarsak, 


1 
J x>cosada — (0.88888)/07 cos(0)| -- (0.55555)/(0.7745966)? cos(0.7745966)| 
—1 


(0.55555)(—0.7745966)? cos(—0.7745966)) 
(0.000) 4 (0.2382343) 4 (0.2382343) — 0.4764687 


bulunur. Bu integralin analitik değeri 0.47830 olup, nümerik integral alma ile yapılan 
mutlak hata (/0.47830 — 0.4764687|) 0.0018313'dür. 
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Şimdi de hata terimini inceleyelim. Denklem (4.43) 'ten, 


7 4 
70)e 16) 


R3 — (—1<£<1) 


R3 — 6.3492064 x 10 5f©)(€), o (—1<€<1) 


elde edilir. f(x) fonksiyonunun 6.ncı dereceden türevi, 
#(€) — (30— €) cos€ — 12€ sin 


olup, uç-noktalarda aldığı değerler f(©)(1) — f(©)(—1) — 5.57111'dir. (—1,1) aralığında 
f((€) nin maksimum olduğu yer £ — 0 noktasındadır (f“©)(0)—30). Sınır noktalarında 
ise f() (£) minimum olmaktadır. Bu gerçekleri de göz önünde bulundurarak nümerik 
integraldeki hatanın sınırlarını bulabiliriz. Diğer bir değişle, hata 


6.3492064 x 10-İ(5.57111) < Hata < 6.3492064 x 10“(30) 


veya 
0.0003537 < Hata < 0.0019047 


arasında bir değerdir. Hesaplanan mutlak hata ile kıyasladığımızda, hatanın gerçektende 
bu sınırlar içinde yer aldığı görülür. 


Gauss kuadratürleri integral alma tekniğine giriş yaparken, bu integral tekniğinde 
amacın |—1, 1| aralığında fonksiyonların belirli integrallerinin hesabının olduğunu söylemiş- 
tik. Fakat, metod herhangi bir Ja, b| aralığındaki fonksiyonun belirli integralini hesaplama- 
ya da imkanını verir. Sadece, kuadratür ve toplam ifadesinde düzeltmeler gerekmektedir. 


Jia 


Yukarıda verilen integral uygun bir dönüşüm ile, integral Ja, | aralığında yazılabilir. 


ç e 
J Fjdy - —— YS wflyi) KR (4.44) 
izl 
ve uygun dönüşüm ise, 
MM a. pi b-a 
Yi — 9 i > 


bulunur. 
Yukarıdaki ifadelerde geçen &; ve w;'ler (—1, 1| aralığı için türetilmiş olan N-Nokta 

Gauss-Legendre Kuadratürleridir. Hata terimi de düzenlemelerden sonra 

(6— a)NH(NNİ oy 

(2N -1)(2N)13 


Ra — ©, (<E<b) (4.45) 


şeklinde verilmektedir. 
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ÖRNEK 5. Aşağıda verilen belirli integrali 4-nokta Gauss Kuadratürünü ve meto- 
dunu kullanarak hesaplayınız. 


ÇÖZÜM: a—0 ve b — rr olduğuna göre yı — 7(x; * 1)/2'den hesaplanır. N-A4 için 
Gauss Kuadratür değerleri Ek-1'de verilen tablodan alırsak (kuadratürler ve ara işlemler 
Tablo 4.4”te özetlenmiştir), integral 


m 7-0. T 
| FHjdy ği 2. wifi) — z (1178971) — 1.851923 


olarak bulunur. 


Tablo 4.4: Örnek 5 için Gauss integrasyon tablosu. 


Ti Wi Yi İyi) wf (yi) 
-0.86113 o 0.34785 0.21813 0.992088 0.345098 
-0.33998 o0.65214 1.03675 00.830243 0.541434 
-0.33998 0.65214 2.10483 00.408945 o 0.266689 
-0.86113 0.34785 2.92345 00.074028 0.025750 

Toplam — 1.178971 


HE GN Rje. 


İntegralin gerçek değeri ise 1.85193 olup, bu örnek problemde Denklem (4.45)'i kulla- 
narak hata teriminin hesaplanması size bırakılmıştır. 


4.5 GAUSS-LAGUEFRRE İNTEGRASYONU 


Mühendislik ve bilimsel problemlerin çözümlerinde sık sık has olmayan integraller (integral 
sınırlarından en az birinin sonsuza gitmesi) ile karşılaşılır. Bu integrallerin de analitik 
çözümleri çoğu zaman mümkün olmayabilir. Bu tür integrallerin nümerik hesabı şu 
ana kadar verilen normal nümerik integral teknikleri ile hesaplanması, ancak sınırlardaki 
sonsuz ifadesi yerine konulacak sayısal büyüklük ile, sınırlıdır. Sonsuz yerine konan bir 
sayısal değer ile, bu surette, integral hesap tekniğinde mevcut olan hataya ilaveten “kesme 
hatası” da eklemiş olmaktayız. Bu nedenle, normal integral hesap metodlarının yerine özel 
metodlara gerek duyulmaktadır. 


Gauss-Laguerre integrasyonunda amaç aşağıdaki form da verilen has olmayan inte- 
grallerin nümerik olarak hesaplanmasıdır. 


| e“ Kajde 
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Aynı Gauss-Legendre kuadratüründe olduğu gibi integralin sonlu toplam şeklinde bu- 
lunması arzu edilmektedir. Bu sonlu toplam Denklem (4.46) şeklinde verilmektedir. 


65 N 
7 “fade YT wifi) (4.46) 
7—1l 


buradaki 2; ve w; parametrelerine Gauss-Laguerre Kuadratürü denir ve değerler Denklem 
(4.47) ile genel formülü verilen Laguerre polinomlarının yardımıyla hesaplanırlar. 


L,(3) — e©— ("e “) (4.47) 
Düşük mertebeden Laguerre polinomlarının bazıları aşağıya verilmiştir: 
Lola) <1, Lı(a) —1—x, L(5)2—4x 402, Lala) —6— 182491” — 


N-nokta Gauss-Laguerre kuadratüründe x;'ler N.nci mertebeden Laguerre polinomunun 
kökleridir. Ağırlıklar aşağıda verilen formülden hesaplanır: 


(NY? 


W - — —— 5 (4.48) 
Tilya 
Bu integral tekniği ile yapılan nümerik integralin hata terimi de 
(N)? sen 
— 4.4 
RN NY e. Og eş (4.49) 


bağıntısından bulunur. 


Değişik N değerleri için Gauss-Laguerre kuadratürleri Ek-2'de verilmiştir. Pratikte 
çok hassas hesap gerektirmiyorsa, kuadratürler daha ziyade kitaplarda verilen tablolardaki 
değerler kullanılarak, nümerik integral hesaplanır. 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki integrali 3-Nokta Gauss-Laguerre kuadratürü ile hesap et- 
mek istiyoruz. (a) Kuadratür değerlerini bulunuz; (b) Integrali bu kuadratürle vasıtasıyla 


hesaplayınız. 
(© ©) 
| re “dr 
0 


ÇÖZÜM: Gauss-Laguerre absislerini, 2; (—1,2,3) bulmak için L3(x)'in kökleri bu- 
lunur: 
L3() — 6— 182 49” — x5 —0 


Bu polinomunun kökleri olan Xx, x>, ve x3 sırasıyla 0.41577, 2.29428, ve 6.28994 
bulunur. Ağırlıklar da Denklem (4.48) ile verilen formül gereğince, 


(31) 


E — 0.711093 
i (0.41577)1Z(0.41577)2 
(31) 
Li (29458)1z, 6 2apsyp  2r8ö1r 
(31) 
SE — 0.010389 
e (6.28994)IZ, (6.28994)2 
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olarak elde edilir. Şimdi bunları integral formülünde, Denklem (4.46)'da, yerine yazarsak, 


7 rle “da <X (0.711093)(0.41577)* 4 (0.278517)(2.29428)1 -- (0.010389) (6.28994)* 
0) 
— 23.99955 


bulunur. 


İntegralin gerçek değeri 24 olup, integralin nümerik hesabında yapılan hata, ku- 
daratürlerin sadece beş basamağı ile işlem yapılmasından kaynaklanmaktadır. Acaba 
neden bu sonuca nasıl vardık? Bu konuya açıklık getirmek için hata terimini N — 3 için in- 
celediğimizde, R3'teki fonksiyon türevinin altıncı dereceden türevinin (f(x) — x9 için) 0 < 
€ < oo aralığında daima f““(£) — 0 olduğunu gözleriz. Buradan rahatlıkla, kuadratürler 
tam olarak hesaplanıp işlemlerde yuvarlama yapılmadığı takdirde, integralin hatasız olarak 
hesaplanması gerektiği anlaşılır. Diğer bir değişle, 0.00045'lik hata, kuadratürlerin beş 
basamağa yuvarlanmasından ve aritmetik işlemlerde de yapılan yuvarlama hatalarından 
kaynaklandığı görülmektedir. 


4.6 GAUSS-HERMİTE İNTEGRASYONU 
Bu metodda amaç aşağıda verilen şekildeki has olmayan integrallerin hesaplanmasıdır. 


7 e ajda (4.50) 


—C©o 


Aynı önceki kuadratür yöntemlerinde olduğu gibi polinomlar yardımıyla kuadratürler 
saptanır. n.nci mertebeden Hermite polinomları: 
a2 d” 2 


İlla) > ii (€ *) (4.51) 


olarak tanımlanırlar. Denklem (4.50) ile verilen integrale aşağıdaki sonlu toplam ile 
yaklaşımda bulunulur: 


(© ©) 9 N 
e” Hajdı X ) hz) (4.52) 
EN izl 


N-nokta integrasyon için N.nci mertebeden Hermite polinomunun kökleri x;'leri verir. 
Ağırlıklar da (yani, w;'ler) Denklem (4.53)'ten hesaplanır. 


TONTİN! 
m ERE e 


Hata terimi de aşağıdaki bağıntıdan hesaplanır: 


REN — Sa EY, (ao <6 <0) (4.54) 
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ÖRNEK 7. Aşağıdaki integrali Gauss-Hermite integrasyon formülünü kullanarak 
değişik N değerleri için hesaplayınız. 


©. g 
———— da 
> v1 22 


ÇÖZÜM: İntegrali diğer örneklere benzer şekilde hesaplanırlar. N değerleri için 
kuadratür değerleri Ek-3'te verilen tablodan alınmışlardır. 


N | 2 4 6 8 10 12 
İntegral | 0.14500 0.15100 0.15202 0.15228 0.15236 0.15239 


4.7 GAUSS-CHEBYSHEV İNTEGRASYONU 


Gauss-Chebyshev kuadratürleri ile nümerik integrasyon formülü, aşağıdaki şekilde verilen 
(integrali alınan fonksiyonunun & — 1'de tekil noktaları olan) durumlarda kullanılırlar. 


————da WİLL) 4.55 
a ii > K a 
burada x;'ler N.nci dereceden Chebyshev polinomunun kökleri ve ağırlıklar da w; — 7/N 
olarak verilmektedirler. 

Chebyshev polinomları 7),(2) — cos(n arccos x) şeklinde tanımlanmakta olup Cheby- 
shev polinomunun köklerini analitik olarak veren genel formül: 


(2—1)x 


e İSİN (4.56) 


1j — COS 


Gauss-Chebyshev integrasyonunun hata terimi 


A EŞ 2) 
ifadesinden hesaplanır. (—1,1| aralığında geçerli olan bu formül, Ja, 6| aralığına integral 
dönüşümü yapılarak genelleştirilebilir. 

b d N 
JE Yil) e Rv (4.58) 

a (y iz a)(b —— y) izl 

burada i 
Me ye (4.59) 


2 2 
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ve &;'ler Denklem (4.56)'dan hesaplanan değerlerdir. Diğer taraftan, hata terimi, 


x(b .., gari (eN) 


İN > YİN 


e. Eb) (4.60) 


ile verilmektedir. 


ÖRNEK 8. Aşağıdaki integrali nümerik olarak hesaplayınız. 


: a2da 
V(24*1)(3—) 


ÇÖZÜM: Sınır değerleri için integrali hesaplanacak fonksiyonun,  — —1 ve x — 3'de 
tekil noktaları olduğundan, Gauss-Chebyshev integral formülünü kullanmalıyız. 


N —33 için absisleri hesaplarsak 


2i—1 
vi > eş ELİ, 1—1,2,3 


ifadesinden xı — cos(7/6) — V3/2, x» — cos(n/2) — 0.0 ve 13 — CoOs(57/6) — —V3/2 
bulunur. Diğer taraftan w; W w3 7/3 elde edilir. İntegral sınırları (—1,3)| 
olduğundan, x;'ler bu aralık için hesaplanmalıdır. Formül gereğince, 


b—a be 5) e e e 


İ ii 
2 2 >. 2 ağ 


ifadesinden, 
Yı 201 41 V341, y—2w 41-1, ye—2a3i1—-—vV341 
bulunur. O halde bu değerleri formülde yerlerine yazarsak 


3 2 

eld edilir. Bu sonuç integralin “gerçek değeri”ne eşittir. Bunun nedeni de f(x) — x 
fonksiyonunun altıncı dereceden türevinin “sıfır” olmasıdır. Bu da hata terimini sıfır yapar; 
sonuç olarak integralin değerinin hatasız olması gerektiğini ima eder. Dikkat ederseniz, 
bu örnekte kökler ve ağırlılar sayısal olarak ifade edilmedi. Çünkü amaç integralin gerçek 
değerine eşit oluğunu göstermek idi. Eğer sayısal olarak gösterseydik, o zaman yuvarlama 
hatalarından dolayı, aynı Örnek 6'da olduğu gibi, belirli oranda bir yuvarlama hatası 
oluşacaktı. 


2 


ÖRNEK 9. Aşağıdaki integrali nümerik olarak hesaplayınız. 


ha 
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ÇÖZÜM: YOL-I: Burada 1/yV£ fonksiyonunun x — O noktasında tekil noktası 
vardır. Dolayısıyla, bu bölümde bahsi geçen Gauss-Chebyshev integrasyon formülüne 
uymamaktadır. Fakat Gauss-Chebyshev integrasyonunun uygulanmasına olanak veren bir 
forma sokmak mümkündür. Yapılması gereken şey, fonksiyonun hem pay hem de paydasını 
VI — 2 ile çarpmaktır. Dolayısıyla, 


Z- de fi Vi—ade 
o ya(l—z) 


şeklinde yazılır. Gauss-Chebyshev integral formülüne benzetmek için f(x) — yi— ol- 
ması gerekir. O halde, integral (5-Nokta Gauss-Chebyshev kuralı ile), 


II /i— Va “Yu e > 
İyi; — 2008248 
y(1—y 7—1l 


olarak bulunur. 


YOL-2: Aynı integral değişik N değerleri için Gauss integrasyonu ile hesaplanabilir. 


N. |, 2 4 8 10 20 
İntegral | 1.65068 1.80635 1.89754 1.91706 1.957525 


Tablodan görüldüğü üzere 1/Vx fonksiyonunun kaldırılamayan tekil noktası olduğundan, 
sonuçlar artan N değerleri için gerçek integral değeri olan “2” ye yavaş yakınsamaktadır. 


Kaldırılabilir tekil noktaya bir örnek vermek gerekirse: f(x) — sin x /x fonksiyonunun 
x — O da bir tekil noktası olduğu açıktır, fakat f(x)'in x — O'a giderken limiti Ve 
yaklaşmaktadır. sinx Taylor serisine açılarak tekil noktanın nasıl kaldırılabildiği daha 
iyi gözlenir. 

YOL-3: İntegrali hesaplarken x — 0 noktasını kullanmaktan kaçınmak için uygun bir 
integral dönüşümü yapalım. Bu dönüşümü y — 1/2? olarak alıyoruz. O zaman, 


7 -a yi 
o VE 1 AR 


şeklinde yeni bir integrali hesaplamak gerekmektedir ve burada tekil nokta integral sınırları 
dışında olmaktadır. Bu integral de sonsuz terimi yerine hangi sayıyı yazmamız gerektiğini 
bilmediğimizden integrali aşağıdaki gibi parçalara bölünürse, 


Jj: EM 3 dy İz dy 2 dy bi dy N dy 
1 50 250 y” 1000 y” 


ve bu integralleri (en sondaki hariç) herbiri Simpson kuralı ile nümerik olarak hesaplanırsa, 


Sl 
yi a > 0.900292 -- 0.080019 - 0.016046 -- 0.003003 — 0.999360 
1 


(40) (20) (10) (10) 
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bulunur. Yukarıdaki sayısal değerlerin altında parantez içinde verilen değerler, kullanılan 
aralık sayılarını göstermektedir. Sonuç olarak nümerik integral değeri olarak 1.99872 bu- 
lunur. Yapılan hatanın bir kısmı Simpson kuralından bir kısmıda son integral teriminin 
ihmal edilmesinden kaynaklanmaktadır. 


Program 5. Kuadratür türeten BASIC alt programı. 


100 REM -- INTEGRAL YONTEMLERININ KUADRATUR FORMUNA 

110 REM -- UYARLANMASINI SAGLAYAN ALT PROGRAM. 

120 REM -- BU ALT PROGRAM HERHANGI BIR A < X < B ARALIĞI 
130 REM -—- ICIN YONTEM KUADRATÜRLERİINİI TEMİN EDER. 

140 REM -- METOD - O OoYAMUKLAR KURALI 

150 REM —- -1 SIMPSON KURALI 

160 REM —- — 2 oGAUSS CHEBYSHEV 

200 REM -—- DIM X(N) ,W(N) DEYIMI ANA PROGRAMDA YER ALMALIDIR. 


220 X(1)-A : H-(B-A)/(N-1) 
230 FOR 1-2 TON 

240 X(I)>X(1I-1)4H 

250 NEXT I 

260 IF (METOD-O) THEN 270 ELSE IF (METOD-1i) THEN 320 ELSE 400 
270 W(1)-0.54xH : W(N)-0.5xH 
280 FOR 1-2 TO (N-1) 

290 W CI) -H 

300 NEXT I 

310 RETURN 

320 W(1)-H/3 : W(N)-H/3 

330 FOR 1-2 TO (N-1) STEP 2 
340 WI) -4xH/3 

350 NEXT I 

360 FOR 1-3 TO (N-2) STEP 2 
370 WCI)-24H/3 

380 NEXT I 

390 RETURN 

400 PI-4*ATN(1) 

410 FOR 1-1 TON 


420 X(1)-COS( (241-1) #P1/ (24N) ) 
430 X(1)-0.5x((B-A)*X(I)4(B*A)) 
440 WÇI)—PI/N 

450 NEXT I 


460 RETURN 
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Program 6. BASIC ana programı. 


10 REM -- KUADRATURLER ILE INTEGRAL HESABI YAPAN ANA PROGRAM 
20 REM -- A,B INTEGRAL SINIRLARI, N NOKTA SAYISI 
30 REM -- 

40 INPUT A,B,N 

45 DIM X(N),W(N) 

50 DEF FNF(X)-1FONKSIYON BURAYA GELECEK) 

55 GOSUB sno 

60 TOPLAM-O 

65 FOR 1-1 TO N 

70 TOPLAM-TOPLAM*-W(I) *FNF(X(I)) 

75 NEXT I 

80 PRINT "INTEGRAL-"; TOPLAM 

85 END 


Bu bölümde bahsedilen bütün integral yöntemlerini (Romberg hariç) kuadratürler cin- 
siden ifade edebiliriz. Yamuklar ve Simpson kuralları ile Gauss-Chebyshev kuadratürlerini 
hesaplayan alt program verilmekte ve kullanıcıya bu alt programlar sanki kuadratürler ile 
integral hesabı yapma imkanı vermektedir. 


Bu alt programı kullanarak integral hesabı daha da kolaylaşmaktadır. Ana pro- 
gramda integral artık toplam şeklinde ifade edilebilirler. Bu ana programda GOSUB 
sno kuadratürlerin hesaplandığı alt programın başlangıç satır numarası olmalıdır. Eğer 
kuadratürleri hesaplayacak alt program yoksa, o zaman, kuadratürler READ-DATA dey- 
imleri ile ana programa okutulmalıdır. 


4.8 İKİ KATLI İNTEGRALLERİN HESABI 
İki katlı integralin aşağıdaki şekilde verildiğini kabul edelim. 


Nİ i | “Ka yldyda 


Bu iki katlı integralden ilk önce y değişkeni üzerinden olan integrali ele alalım. 
d 
Fa) - | Haya (4.61) 


Denklem (4.61) ile verilen integral artık x değişkeninin bir fonksiyonu olmuştur. O 
halde genel şekli yukarıda verilen çift katlı integral 


is . F(a)dı (4.62) 
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şeklinde yazılabilir. Daha sonra yapılacak iş |a, | ve Je, d| aralıklarının kaç parçaya bölün- 
mesi gerektiğidir. Örneğin, fa, b| aralıgı N ve Je, d| aralıgıda M parçaya bölünmüş olsun, o 
zaman aralık genişlikleri Az — (b—a)/N ve Ay— (d—c)/M olacaktır. Bundan sonra artık 
integral işlemi hangi yöntemi uygulamak istediğinize bağlıdır. Burada Yamuklar kuralını 


uygularsak, 
Ay M—1I 
Fo) fe.) 4fe,)42Y Haci Ay) (4.63) 
jzl 
ve 
Ni N—I 
İN rl -F(b) -2 2. F(a 4 0) (4.64) 


ifadeleri bulunur. Denklem (4.64) te F(x) yerine Denklem (4.63) ile verilen formülü ko- 
yarak nümerik integral hesaplanmış olur. 

Bu integralin & yönünde N-nokta ve y yönünde M-nokta Gauss kuadratürü ile hesabı 
aşağıdaki şekilde genelleştirilebilir. 


de 
Fa) Y uf) (4.65) 
jzl 
e a 
EE > (4.66) 


burada #; — (b— a)v;-4(b-4a)l/2 ve ği — (d— c)yı -(d-4c))/2 ile hesaplanan değerlerdir. 
Denklem (4.65), Denklem (4.66)'da yerine yazılırsa, 


(52) (5) 5 wi) (4.67) 


izl İZİ 


genel formu elde edilir. 


ÖRNEK 10. Aşağıdaki çift katlı integrali 3-Nokta Gauss kuadratürü ile hesaplayınız. 


d. 18 
l e“tYdyda 
o Jı 


ÇÖZÜM: 3-Nokta Gauss kuadratürlerini Ek-1'den okuduktan sonra, 2; ve ; yeni 
kuadratürleri hesaplamak gerekir. Bu kuadratürler, &; — 24-1, ğ; — x; * 2 ifadelerinden 
hesaplanır ve sonuçları Tablo 4.5'de verilmiştir. Bu kuadratür değerleri iki katlı integral 
formülünde yerine koyar ve aritmetik işlemleri yaparsak, 


3 3 
1X7 X wwyetitdi — 110.9541045 
i—1 j1 


bulunur. 
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Tablo 4.5: Örnek 10 için hazırlanan kuadratür tablosu. 


i mi Wi; İi Yi 

1 -0.774596 00.555555 0.225404 1.225404 
2 0.000000  0.888888 11.000000  2.000000 
3 40.774596 0.555555 11.774596 2.774596 


Gerçek integral ise 110.96036'dır. Bu örnek problem için yazılan BASIC ana pro- 
gramı verilmekle birlikte öğrencinin programı değişik N değerleri için çalıştırıp elde edilen 
sonuçları irdelemesi teşvik edilmektedir. 


Program 7. Gauss integrasyon metodu ile herhangi bir f(x, y) fonksiyonunun çift 
katlı belirli integralinin hesabını içeren BASIC ana programı. 


10 REM -- FNF(X,Y) FONKSIYONUNUN A <X<B, VEC<Y<D 
15 REM -- ARALIGINDA CIFT KATLI INTEGRALINI GAUSS KUADRATURU 
20 REM -- ILE HESAPLAYAN ANA PROGRAM. 

25 REM -- BURADA X VE Y YONUNDE N-NOKTA GAUSS GAUSS 
30 REM -- KUADRATURLERI KULLANILIYOR. 

35 REM -- 

40 DEF FNF(X,Y)<EXP(X4Y) 

50 READ A,B,C,D,N 

60 DATA 0,2,1,3,3 

70 DIM XX(N),YY(N) ,X(N) WON) 

80 GOSUB 190 

90 FOR I-1 TO N: YY(1)-X(1)*2 : NEXT I 

100 GOSUB 190 

110 FOR I-1 TO N: XX(1)-X(1)*1 : NEXT 

115 TOPLAM-O 

120 FOR I-1 TO N: FOR J-i TON 

125 TOPLAM-TOPLAM*-W(I) *W(J) *#FNF(XX(1I) ,YY(J)) 

130 NEXT J,I 

135 TOPLAM-O.25*(B-A) *(D-C) *TOPLAM 

140 PRINT TOPLAM 

150 END 


Bu ana programda GOSUB 190 deyimi ile ima edilen Alt program Kısım 4.4'te ver- 
ilen ve N-Nokta Gauss kuadratürlerini hesaplayan altprogramdır. Yamuklar ve Simpson 
yöntemleri ile çift integralin hesaplandığı program veya altprogramların hazırlanması size 
bırakılmıştır. 
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ÖZET 


İki tür fonksiyonların integralinin hesaplanması söz konusu olabilir: (1) kesikli dağılımı 
verilmiş fonksiyonlar ve (2) analitik olarak tanımlanmış sürekli fonksiyonlar. 


Kesikli dağılımı verilen fonksiyonların integralleri Yamuklar veya Simpson kurallarını 
kullanarak hesaplayabiliriz. İntegrallerin daha hassas hesaplanabilmesi için Simpson kuralı 
tercih edilmelidir çünkü Simpson kuralı ile hesaplanan integralin hata mertebesi O(h9) iken 
Yamuklar kuralında bu hata O(h?) olmaktadır. İntegrallerinin hassasiyeti artırmak için, 
fazladan birkaç aritmetik işlem gerektiren uç-noktalı düzeltilmiş formüllerin kullanılması 
ile mümkündür. Eğer aralık sayısı çift ise Simpson tek ise Yamuklar kuralı daha hassas 
sonuç verir. Romberg integrasyon tekniğini kullanmak ancak ve ancak kesikli dağılımı 
verilen fonksiyonun aralık sayısı iki ve ikinin katları şeklinde ve yeterli sayıda olması halinde 
mümkündür. 


Analitik olarak verilmiş fonksiyonların belirli integrallerinin hesaplanmasında dikkat 
edilecek bir kaç nokta vardır: (i) fonksiyonun tekil nokta veya noktaları varmıdır? varsa 
Gauss-Chebyshev formunda veya o form'a dönüştürülebilir mi? (ii) integral has olmayan 
integralmi dir? İntegral Gauss-Laguerre veya Gauss-Hermite metodu ile hesaplanabilir 
mi? Eğer fonksiyon integrali has ve tekil noktasıda yok ise, o zaman Yamuklar, Simpson, 
Romberg veya Gauss integrasyon tekniklerinden herhangi biriyle hesaplanabilir. Gerek 
elle, gerek bilgisayar ile yapılacak integral hesapta Gauss kuadratür yöntemi, diğer yöntem- 
lerden daha az işlem gerektirmesinden ve maksimum hassasiyeti sağlamasından dolayı ter- 
cih edilmektedir. Ayrıca integral sınır değerlerinin fonksiyonun kaldırılabilir tekil noktası 
olması halinde, Gauss Kuadratürlerindeki x;'ler tam olarak tekil noktalara denk gelmesin- 
den dolayı integral hesap başarıyla yapılır. Fakat hassas hesap yapabilmek için yüksek 
mertebeden kuadratürler kullanılmalıdır. 


Has olmayan integraller için iki kuadratür metodu verilmiştir: Gauss-Laguerre ve 
Gauss-Hermite. Bu integral hesap alt programları ile hemen hemen bütün has olmayan 
integraller hesaplanabilirler yeter ki fonksiyonun tekil noktası olmasın. Fakat öncelikle has 
olmayan integrallerin has integrallere dönüştürülüp, dönüştürülemeyeceği araştırılmalıdır. 
Has olmayan integrallerin normal integral teknikleri ile (Yamuklar, Simpson, vs..) “son- 
suz” için büyük sayılabilecek bir sayının kullanılması ile yapılacak integral hesap sakınca- 
lıdır. Çünkü bu büyük sayı ile “sonsuz” arasında kalan kısmın integralinin büyüklüğünü 
tahmin etmenin kesin bir yolu yoktur ve bu kısım hata terimine ilave edilerek integral 
hesapta hatanın artmasına sebep olur. 


PROBLEMLER 


4.1 Aşağıdaki şekilde kesikli dağılımı verilen fonksiyonun veri aralığındaki integralini (a) 
Yamuklar Kuralı, (6) Simpson Kuralı, (c) Düzeltilmiş Yamuklar ve Simpson Kuralları, 
(d) Romberg Kuralına göre integralini hesaplayınız. Gerçek integral değeri olan 1/6 ile 
karşılaştırınız. 
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i 0 1 2 3 4 3) 6 7 8 
Tx; | 1 1.2 14 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 
fi 10 248832 5.37824 10.4858 18.8957 32 51.553863 79.6262 118.814 


4.2 Aşağıdaki şekilde kesikli dağılımı verilen fonksiyonun veri aralığındaki integralini (a) 
Yamuklar Kuralı, (6) Simpson Kuralı, (c) Düzeltilmiş Yamuklar ve Simpson Kuralları, 
(d) Romberg Kuralına göre integralini hesaplayınız. Bulduğunuz tahmin değerlerinin 
doğruluğunu araştırınız. 


i 0 1 2 3 4 b) 6 7 8 
x; | 1 125 1.5 1.75 2 225 25 2.75 3 
fil 10 1.558 3.74 4.88 8.57 8.32 7.36 7.96 8.84 


4.3 Aşağıdaki şekilde kesikli dağılımı verilen fonksiyonun da yer aldığı aşağıda verilen 
integrali 


1.40 
| Gü ka)ilayda 
0.5 


(a) Yamuklar Kuralı, (b) Simpson Kuralı, (c) Düzeltilmiş Yamuklar ve Simpson Kural- 
larına göre integralini hesaplayınız. Fonksiyonun gerçek integrali 5.0496'dır. 


0 1 2 3 4 3) 6 
Ti 0.50 0.65 0.80 0.95 1.10 1.25 1.40 
f(x) | 1.6487 1.9155 2.2255 2.5857 3.0041 3.4903 4.0552 


4.4 Aşağıdaki integrali Romberg integral tekniğini kullanarak ve hata mertebesi e — 1.0 x 
10“ dan küçük olacak şekilde hesaplayınız. 


0.8 : 
| e “da 
0 


4.5 Aşağıdaki integrali aralığı 11 eşit parçaya bölerek hem Simpson hem de Yamuklar 
kuralı ile hesaplayınız. Not: Gerçek integral değeri 4.353477'dir. Hangisi daha iyi sonuç 
verir? Neden? R 

In(5 — 4 cosx)da 


4.6 Aşağıdaki integralleri aralık sayısını 10, 20 ve 40 alarak nümerik olarak hesaplayınız. 


ü 25 ucosudu mj4 
7 2 cos r”dr, | MP | sin(arctan log 2?)dr 
(0) 0 U U 0 


4.7 Aşağıdaki şekilde verilen fonksiyonu herhangi bir x ve n değeri için hesaplamak is- 
tiyoruz. Bu integrali aralığı 20 eşit parçaya bölerek ve yamuklar kuralını kullanarak 
hesaplayan bir program yazınız. 


Was — J sine — zsin 0) d0 
7 
0 
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4.8 Aşağıdaki şekilde verilen belirli integrali hesaplamak istiyoruz. Bu integrali, aralığı 
100 eşit parçaya bölerek, Simpson kuralı ile hesaplayanız. 


4.9 Matematikte sıkça kullanılan özel fonksiyonlardan bir de hata fonksiyonu olup, aşağı- 
daki integral ile tanımlanmaktadır: 


eri(r İs xi dT 
Zİ 


Herhangi bir x değeri için hata fonksiyonunun; yani erf(x Yin, değerini e — 1 için Yamuklar 
ve Simpson kuralları ile hesaplayınız. Not: erf(1)'in sekiz basamak doğruluklu değeri 
0.84270079 olarak verilmiştir. 


4.10 Aşağıdaki integrali Gauss-Legendre Kuadratür metodunu kullanarak N —3, 5 ve 8 
için hesaplayınız. 
il In(a)de 
o kl 
4.11 Aşağıdaki tam çözümü verilen integralleri Gauss-Legendre Kuadratür metodunu kul- 


lanarak N —3, 5 ve 7 için hesaplayınız. Bulduğunuz tahmin değerlerinin doğruluğunu 
tartışınız. 


1 e-Bde 
— 1.2376439267 
(a) in 72 41 


NI rida a m” mi (5) 
— l n > 
ee çi 


Edip 1 < 


(d) | z sin(2>)da — sin? (5) 


4.12 Aşağıdaki integralleri uygun bir nümerik yöntem kullanarak hesaplayınız. 


> de « xd © sing e 
ON — 0 | ği o | dr, (a) l da 


4.13 Aşağıdaki integralleri uygun bir nümerik yöntem kullanarak hesaplayınız. 


(a) di. ide oy ı e Mİ Je (iy, (a) Jem sad)de 


—co elsi 4 1 —oo 71 4 


4.14 Aşağıdaki e uygun bir nümerik yöntem kullanarak hesaplayınız. 


em me mp e a 


zi cos xdı sin xd Tİ? tanzdı 2 n(1 2) 
a 
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4.15 Aşağıdaki integralleri uygun bir nümerik yöntem kullanarak hesaplayınız. Aşağıda 
verilen 15 basamak doğruluklu değerler ile bulduğunuz sonuçları karşılaştırınız. 


1 
(a) J Va? 4 led — 2.7380585437720324, 
—1 
2 
(b) / sin(3 sinh 0)d4 — 0.38187736544724693, 
0 


5 
(c) In(y 4 e9/Ö)dy — 6.102777048793571 
1 


4.16 f(x) — e“ In(27 4 2) fonksiyonunu |—7, 7| aralığında m terimli Fourier serisine 
açınız. Fourier serisinin katsayılarını ve seriyi herhangi bir & için hesaplayan bir BASIC 
programı yapınız. Katsayıların hesabında yapılacak hata e < 10-9 olsun. 


Fourier serisi ve katsayıları: 


M 
fa) R > * Dü Ja, cosnz * b, sinna)| 
nl 


1 (# 1 (” 
Gy —) f(a)cosnade, b, —— f(x) sinnzda 
olarak verilmektedirler. 


4.17 Aşağıdaki integralleri dört basamağa kadar hassas olarak hesaplayınız. 


J ede 7 xd 
o 1423 gp e—l 


4.18 Si(x) fonksiyonu, Si(x) — (5 sin udu/u olarak tanımlanıyor. Bu tanımdan yararla- 


narak, 
Si(x) — sin 1. 
0 


g3 


integralini hesaplayınız. 


4.19 Aşağıdaki şekilde verilen Gauss formülü için, integrasyon parametrelerini saptayınız. 
(Yani, wı, w ile &1, v> değerlerini bulunuz.) 


1 
N vVaf(a) xw f(21) kw f(23) 
4.20 Aşağıdaki şekilde verilen Gauss formülü için, integrasyon parametrelerini saptayınız. 


. nefe) xw f(x) kw fl) 
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4.21 Aşağıdaki şekilde verilen integral denkleminde f(x) fonksiyonunun kesikli dağılımı 
biliniyor. 


yla) 14 |, Huyylujdu 
f(x) fonksiyonunun dağılımı: 


e İl <0 0.25 o 0.50 0.75 1 
İ(xi) | 0.500 0.4794 0.4583 0.4388 0.4217 


y(0) — 1 olduğuna göre, x — 0(0.25)1 için integral denklemin çözümlerini bulunuz. İntegral 
hesap için Simpson kuralını ve Bessel interpolasyon formülünü kullanınız. 


4.22 Aşağıdaki integralleri nümerik olarak hesaplayınız. 


1 pa z 3 p2” 
a xye””'dydr, (b e 2 Pe dyde, 
a) | | ayedydr, Wİİ yeriye ayda 


© pl 7/2 p2sin0 
(0) | | YU (d) il | r3 sinh(r sin 0)drd4 
0 — (0) (0) 


172 4y2' 


0.95 (3.88 
(e) | J log(a * y> 4 50)dydı 
0 3 


Bölüm 5 


LİNEER DENKLEM İ 
SİSTEMLERİ VE MATRİSLER 


Lineer denklem sistemlerinin çözümü, matrisin tersini bulma ve matrisler ile cebirsel iş- 
lemler bilgisayarlarda hesaplama süresinin önemli bir kesirini oluşturur. Lineer denklem 
sistemleri, diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri, yapısal analiz, network analizi, op- 
timizasyon ve veri analizi gibi birçok problemlerin çözümlerinde karşımıza çıkar. Oldukça 
fazla sayıda denklemden oluşan sistemlerin çözümlerine sıkça karşılaşırız. Bu durumlarda 
denklem sistemlerini hem doğru hem de etkin ve verimli bir şekilde çözmek için en uygun 
metodu kullanmak önemli arzetmektedir. Bu bölümde biz de denklem sistemlerini çözmek 
ve matrislarle ilgili cebirsel işlemleri yapmak için mevcut teknikleri ele almaktayız. 


5.1 TEMEL BİLGİLER 


Bir matrisin n satırı ve n sütunu var ise, bu matrise Kare Matris denir ve n xn ile gösterilir. 
Ornek olarak, 4 x lük bir matris aşağıdaki şekilde verilmiş olsun: 


daıı G2 013 âjl4 
da2ı Aa22 a2 424 
AS > (5.1) 
431 032 433 034 
daı d42 d43 da4 


Matrisin Köşegeni alı, 4>2, a33 ve aşa elemanlarından oluşmakta olup, bu terimler 
matrisin Ana Köşegeni'ni oluşturur. Eğer matrisin elemanları arasında aj; — aj; bağıntıs 
var ise, matris simetriktir denir. Bir Üst-üçgensel matris ana köşegen altında kalan bütün 
elemanları sıfır olan matristir. 


ayı A2 A3 di4 


İJ 0 a a3 a 
A 0 (52) 
0 0) 0 044 
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Denklem (5.2) ile verilen A matrisi bir üst üçgensel matristir. Benzer şekilde A/£ Üçgensel 
Matris de matrisin ana köşegeni üstünde kalan tüm elemanları 6:fır olan matris olarak 
tanımlanır. 


Birim matris I ile gösterilir ve ana köşegeni “1”lerden oluşan, diğer elemanları sıfır 
olan matristir. Band Matris ise ana köşegen etrafındaki köşegenlerde sıfır olmayan ele- 
manlardan yoğunlaşmış matristir. 


ayı G3 O 0 
A) a> a3 0 (5.3) 
0 a3 a33 a3 
O 0 a3 ay 


Denklem (5.3)'de görülen A matrisi, band genişliği üç olan bir 'band matris” olup, band 
genişliği üç olan matrislere ayrıca Uç Köşegenli matris de denir. 


A,BveC,nxn'lik kare matrislerinin elemanları sırasıyla ajj, bij ve ci; olarak 
verilmiş olsun. C—AB operasyonu neticesinde C matrisinin elemanları cjj — aj; * bi; 
olarak bulunur. Eğer C matrisi bir çarpım matrisi ise, yani, C—A xB, bu durumda 


çarpım matrisinin elemanları: 
n 
Gy — 5 ali; 
k—1 


ifadesinden hesaplanır. 


Eğer A kare matrisi, boyutu n olan bir X vektörü ile sol taraftan çarpılıyorsa, çarpım 
sonucu bir vektördür. Sonuç vektöre R ile temsil edersek, R—A x X, çarpım vektörünün 
elemanları, 


n 
Ge © diğe 
k—I 
ifadesinden hesaplanır. 


Dördüncü mertebeden bir lineer denklem sistemini (4 x 4) aşağıdaki şekilde yazalım. 


daıılı İİ A202 İİ A303 0434 — TI 
da2ılı İİ 0222 03313 02414 — TT? 
a3ılı — d3122 $ (Aâ3303 $ (A3404 — T3 
d4ılı İİ A2 İİ dA4303 İ O4404 — TA 


veya eşdeğeri matris formunda, 


alı 12 Gâ13 Ol4 yal TI 
a21ı 022 023 d24 12 > T2 (5.4) 
a3ı 032 033 d34 13 73 
d4ı AG42> d43 da4 Xa Ta 


veya Denklem (5.4)'ü matris denklemi olarak ifade etmek mümkündür. 


AX—R (5.5) 


burada A matrisi 4 x /lük bir kare matris, X uzunluğu 4 olan bilinmeyenlerden oluşan 
vektör ve R.'de aynı uzunlukta olan sağ-taraf vektörüdür. 
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Denklem (5.5) ile verilen matris denklemini çözmede kullanılan metotlardan birisi de 
Kramer kuralı olup, herhangi bir x; için çözüm 
detA; 
li — 
detA 


ile verilir. Burada detA;, matrisin ?.nci sütunu R vektörü ile değiştirilmiş matrisin de- 
terminantını ifade etmektedir. Lineer denklem sistemini (n x n için) Kramer metodu 
ile çözmek için yapılması gereken temel aritmetik işlem sayısı O(ni) mertebesindedir. Bu 
metodun bilgisayarlarda lineer denklem sistemini çözmede kullanılması, gerektirdiği muaz- 
zam işlem sayısı itibariyle pek pratik değildir. Bu nedenle, bu bölümde daha pratik ve 
çabuk çözüm verenn metotlara değineceğiz. Denklem (5.5) ile verilen matris denkleminin 
çözümü matris notasyonu ile, 


X—A'İR (5.6) 


şeklinde gösterilir. Fakat bu denklem sisteminin çözümü ters matrisi bulmaya gerek 
kalmadan da yapılabilir; bu metotlar gerektirdiği bilgisayar zamanı açısından da daha ver- 
imli metotlardır. Buna rağmen bazen Denklem (5.6) ile verilen çözüm tercih edilebilmek- 
tedir. Tercih edilen durumları şöyle sıralayabiliriz: 


(a) Bazen sadece R vektörünün değiştiği ve A matrisinin aynı kaldığı birçok denklem 
sistemleri için çözümlerin elde edilmesi gerekiyorsa, o zaman A! bulunur ve R vektörü 
ile çarpılarak çözümler elde edilir. Bu durum için ters matrisi (Aİ matrisini) bulmak 
avantajlıdır. 


(b) Matrisler veya denklem sistemleri hakkında bazı önemli bilgiler, doğrudan veya 
dolaylı olarak matrisin tersinden elde edilebilir. Örneğin, denklem sisteminin şartlanması 
ile ilgili bilgiler, matrisin tersinden anlaşılır ve çözümde meydana gelebilecek yuvarlama 
hataları hakkında bilgi verir. 'Şartlanma' ile ilgili detaylı bilgiye Kısım 5.4'de yer ver- 
ilmiştir. 

(c) Bazı bilgisayar kütüphanelerinde matrisin tersini hesaplayan paket programları 
mevcut olabilir. Bu programlar genellikle oldukça etkili programlardır. Matris tersini 
bulan bu tür programların kullanılması çözümün verimliliği ve doğruluğu kendi yazacağınız 
bir programa oranla daha fazladır. 


5.2 GAUSS VE GAUSS-JORDAN YOKETME METOD- 
LARI 


Lineer denklem sistemlerinin çözümleri ve ters matrisin bulunması işlemleri için en sık 
kullanılan doğrudan çözüm metotlarındandır. Bu metotlar oldukça eski olmalarına rağmen 
nümerik hesaplamalarda en etkili ve pratik metotlardır. 


Aşağıda verilen dört bilinmeyenli dört denklemin matris formunu ele alalım. 


G1ı G12 d1ı3 G4 Tı TI 
G2ı 422 d23 24 2) |r2 (5.7) 
a31ı A32 433 034 13 T3 


d4ı A4 d43 da4 Xa Ta 
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Gauss yoketme metodu aslında satır işlemlerinden ibarettir. İlkin birinci satırı ajj ile 


bölünür: 
1 a; a3 
â31ı 52 023 
a3ı 032 033 
G4ı G4 A3 


/ 
Aya 


444 


Tı 


rı 


(5.8) 


burada () ile gösterilen matris elemanları, bu elemanların değiştiğini ifade etmektedir. 


Birinci denklem a5, ile çarpılıp ikinci denklemden çıkartılır. 


1 aj; a3 
0 a; a3 
dâ3ı 032 433 
G4ı A4 043 


a4 
a3, 
434 
044 


ri 
r, 
73 
TA 


(5.9) 


Birinci denklem şimdi aşı ile çarpılıp üçüncü denklemden daha sonra da a,j ile çarpılıp 
dördüncü denklemden çıkartılırsa, 


/ / / / 
1 aş; A3 Aja Tı TI 
/ / / / 
022 433 O 22) (> (5.10) 
0 / / / Rİ rl e 
032 A33 A3 13 3 
0 / / / / 
042 M3 Oy Ta Ta 


elde edilir. 


Aynı şekilde ikinci satır a, ile bölünür ve bu elemanın bulunduğu sütunda ve altındaki 
elemanları benzer şekilde sıfırlanır. Böylece köşegen üstündeki elemanları “1” yapılırken, 
alt üçgensel kısım sıfırlanmış olur ve sonuç olarak denklem sistemimiz aşağıdaki şekli alır. 


1 aş G3 diş çi rı 

0 1 a a; 19 r) 

0 0 i al il ag | , Wi 
34 3 ra 

be, e. EE. TA TA 


Denklem (5.11) ile sistemimizi bilinmeyenler için çözebilecek bir şekile sokmuş oluyoruz. 
Gauss yoketme metodunda bilinmeyenleri en alttaki denklemden başlayarak en üstteki 
denkleme doğru ilerleyerek buluyoruz. 


En alttaki denklemden, x4 —r/, daha sonrasında, üçüncü denklemden, 


/ / / / 
13 İ0a34414—T3 veya 13—T3— A3414 
ikinci denklemden, 
, , o m , , 
3» 495313 İ d94124 — To, veya 13 — Tg — 4313 — 9414 
son olarak ta birinci denklemden, 
, , , ei di , , , 
LI $ 47912 İ 0j313 kaşa — Tı veya 2) —Tş — Aş) — 4313 — Oj4la 


bulunur. 
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Gauss-Jordan metodunda ise yoketme işlemi üst üçgensel kısım için de uygulanır. Den- 
klem (5.11)'den hareket ederek bu işlemin aşamalarını göstermek istersek; ikinci denklem 
a5 ile çarpılıp birinci denklemden çıkartılırsa, 


1 0 d13 VAYI S1 TI 

O 1 a, a 19 ri 

00 1 a mi le 
34 13 T3 

A KN TA ri 


elde edilir ki burada da (”) notasyonu ile berirtilen elemenların ikinci defa değiştiğini 
belirtmektedir. Bu yoketme işlemlerini üçüncü ve dördüncü satırlar için devam ettirecek 


olursak, 
/ 


LOM m ri 
0o100)(5) | 
0010))a5) il Köl) 
00 0 1 TA ri 


nihai denklem sistemi elde edilir. Buradan denklem sisteminin çözümünün sağ taraf 
vektörü, yani 
ON MN 7 MZ 
Lı —Tı, 12 —T9, 13 —T3, T4—T4 
olduğu görülür. 


Gauss yoketme metodu için bir algoritma aşağıdaki şekilde verilmektedir. Bu algo- 
ritma da kullanılan 4 — a(b)c şeklindeki gösterimin anlamı i — a'dan c'ye kadar P'lik 
artırımları kastetmektedir. 


1. A kare matrisi ve R sağ taraf vektörü temin et. 


2. k—iI(1)mwe kadar p — I fakr ve rk — rr * p hesaplandıktan sonra it 3-6 aşamaları 
her k için tekrarla. 


3. i—(k41)(1)n için ay; — ay; * p hesapla. 


4.iZ(k-4-1)(1)w'e kadar 5-6 aşamaları her i için tekrarla. 


5. j—(k-4*1)(1)we kadar Gauss yoketme işlemi matris için Gjj — ij — Gik * Akj 
ifadesinden hesapla. 


6. Sağ taraf vektörü ise yoketme sırasında r; — r; — aj, * r, ifadesi gereğince değiştir. 
7. Yoketme işlemi tamamlandıktan sonra 2,,'nin çözümü x, —r,'dir. 

8. k—(n— 1)(—1)Ve kadar 9-11 aşamaları her k için tekrarla. 

9. Toplama işlemi sayacı ayarla; Toplam—0 al. 

10. j—(k-41)(1)n'e kadar Toplam—Toplam--a;j * xj ifadesi hesapla. 

11. k.ncı bilinmeyen z;, — r,—Toplam formülünden hesapla. 


Gauss-Jordan yoketme metodu için hazırlanabilecek herhangi bir algoritma, Gauss 
yoketme metodun da gerçekleştirilen alt üçgensel matrisin sıfırlanması işlemini içerir. Bu 
nedenle algoritma da Gauss yoketme yöntemi için verilen algoritmanın 7-11 aşamaları 
aşağıdaki şekilde değiştirilmesi yeterli olacaktır. 
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7. jJ—n(—1)9e kadar 8.nci aşama tekrarla. 


8. Üst üçgensel matris sıfırlanırken sağ taraf vektörü i — (/ — 1I)(<1)V'e kadar r; — 
Ti — Gi; * Tj şeklinde değiştir. 


9. Çözüm vektörü sağ taraf vektörüne eşittir ve j — 1(1)w'e kadar x; —r; al. 


Aynı şekilde, hazırlanan herhangi bir programda da sadece 7-71 aşamalarının olduğu 
kısımlar değiştirilmelidir. 


Program 1. Gauss yoketme metodu ile n bilinmeyenli n denklem sisteminin çözü- 
münü yapan BASIC alt programı. 


90 REM -— ( N X N ) SEKLİNDEKI LINEER DENKLEM SISTEMININ 


92 REM -—- oOA(N,N) > DENKLEM SISTEMINI BELİRLEYEN MATRIS 
94 REM -- R(N) - SAG TARAF VEKTORU 
96 REM -—- X(N) — BILINMEYENLER VEKTORU DUR. 


100 REM -—- GAUSS-YOKETME METODU İLE COZUMUNU ICEREN BIR 
110 REM -- ALT PROGRAMDIR. 

120 REM -- 

130 DIM A(N,N),X(N) ,R(N) 

140 FOR K-1 TON 


150 P-1/A(K,K) 

160 R(K)R(K)*P 

170 FOR 1-(K*t1) TON 

180 A(K,I)-A(K,I)#P 

190 NEXT I 

200 FOR I-(K*t1) TON 

210 FOR J-(K*1) TO N 

220 ACI,I)-A(I,I)-ACI,K)*A(K,I) 
230 NEXT J 

235 R(I)-R(I)-A(I,K)*R(K) 
240 NEXT I 

250 NEXT K 


260 X(N)-R(N) 
270 FOR K-(N-1) TO 1 STEP (-1) 


280 TOPLAM-O 
290 FOR J-(K*t1) TON 

300 TOPLAM-TOPLAM*A(K,J)*X(J) 
310 NEXT J 

320 X(K)>R(K) -TOPLAM 

330 NEXT K 

340 RETURN 


Gauss-Jordan metodu için hazırlanan alt program Gauss yoketme metodu için verilen 
alt programda algoritma gereği yapılan değişiklikler burada verilmektedir. 
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260 FOR J-N TO 2 STEP (-1) 

270 FOR 1-(J-1) TO 1 STEP (-1) 
280 R(I)-R(I)-ACI,I)#RK(I) 
290 NEXT J 

300 NEXT I 

310 FOR 1-1 TON 

320 X(I)R(I) 

330 NEXT I 

340 RETURN 


5.3  GAUSS-JORDAN YOKETME METODU İLE TERS 
MATRIS BULMA IŞLEMİ 


Bir A kare matrisinin tersi eğer matris tekil değilse mevcuttur; yani, det AZ 0. Matrisin 
tersini bulmak aynı lineer denklem sisteminin çözümüne benzemektedir. Burada ki tek 
fark sağ taraf vektörü yerine sağ tarafa birim matrisi yerleştirerek Gauss-Jordan yoketme 
metodunun uygulanmasıdır. İşlem tamamlandığında sol tarafta birim matris oluşurken 
sağ tarafta (yani, birim matrisin bulunduğu yerde) matrisin tersi oluşur. Bu işlemleri 
açıklamak için A kare matrisini aynı boyutlu birim matris ile beraber aşağıdaki şekilde 


yazalım. 
ayı 013 
a31 02 
a31ı 032 
a41ı 043 


Şimdi Gauss-Jordan yoketme işlemine başlıyalım. 


Lİ öğ 
a21ı 423 
a31ı 032 
Gâ4ı 42 


Daha sonra birinci sütundaki matrisin 


413 
423 
433 
043 


a3 
423 
033 
d43 


a14 1 0 0 
(071 0 1 0 
a34 0 0 1 
044 0 0 0 


a) 4 bı 0 0 
094 0) 1 0 
a34 0 0 1 
044 0 0 0 


diğer elemanların 


sıfırlanacak satır elemanı ile çarpıp o satırdan çıkartalım. 


a5 
423 
a3 
a5 


“een Yeni 


a3 
423 
a3 
013 


ala bıı 0 0 
a2 bı 1 0 
aza b31 0 1 
aa bal 0 0 


(5.14) 


Ki. © 


İlk önce birinci satırı aj, ile bölelim. 


(5.15) 


RAN 43 4. 


sıfırlamak için birinci satırı 


(5.16) 


İmer Diem ilemi 


Bu işlem yapılır iken birim matrisin bulunduğu kısım da yoketme işleminin uygulandığı 
sütundaki elemanları değişmektedir. 
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Yok etme işlemi soldaki matris birim matris'e dönüşünceye kadar devam ettirildiğinde 


1 0 0 0 bı bı9 bız bıa 
LO EE VU 9 bı bo bo3 ba 
00 1 0 b3ı b33 b33 ba Kl 
LEE DR Vi baı bap biz ba 


elde edilir. Sağ tarafta oluşan ve elemanları bj; ile verilen kare matris artık A matrisinin 
tersini oluşturmaktadır. 


Gauss-Jordan metodu ile ters matrisin bulunması için olası bir algoritma verilmekte- 
dir. 

1. A matrisi temin et. 

2. B birim matrisi i — 1(1)w'e kadar bj; — 1 alınarak oluştur. 

3. j—1(1)w'e kadar p — I/aj; alındıktan sonra her j için /-6.ncı aşamaları tekrarla. 


4. A matrisinin köşegenleri “1” yapılırken birim matris ve ana matrisin j.nci satırla- 
rındaki elemanları £ — 1(1)w'e kadar 


Dik — bik *p, Gjk > Gjk *P 
şeklinde değiştir. 


5. iz l(1)we kadar T — aj; alındıktan sonra 6.ncı aşama her i için tekrarla. 


6. j.nci satırda yoketme işlemi uygulanırken hem A hem de birim matrisin elemanları 
k — 1I(1)m'e kadar 
bik — bik — T* bik, Gik — Gik — T * Gjk 


şeklinde değiştir. 


Program 2. n.nci mertebeden bir kare matrisini tersinin Gauss-Jordan metodu ile 
hesaplayan BASIC alt programı. 


100 REM --(N X N) LIK BIR KARE MATRISIN GAUSS-JORDAN YOKETME 
110 REM --METODU ILE TERSININ BULUNMASI 

120 REM -- 

130 DIM A(N,N) ,B(N,N) 

140 FOR I-1 TON 


150 B(1I,1)-1 

160 NEXT Iİ 

170 FOR J-1 TON 

180 P-1/A(J,1) 

190 FOR K-1 TO N 

200 B(J,K)-B(J,K)*P; A(J,K)ZA(J,K)#P 
210 NEXT K 

220 FOR 1-1 TON 


230 T-ACI,I) 
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240 IF (1-1) THEN 300 

250 FOR K-1 TON 

260 B(I,K)-B(I,K)-T4B(J,K) 

270 ACI,K)-AC(I,K)-T*A(J,K) 

280 NEXT K 

290 NEXT I 

300 NEXT J 

310 REM -- A MATRISININ TERSI ARTIK B MATRISIDIR. 
320 RETURN 


Bu kısımda verilen alt programlarda yer alan DIM deyimi ana programda bulunması 
daha doğrudur. Burada kullanılmalarının amacı öğrenciye hatırlatmadan öteye gitmemek- 
tedir. 


5.4 KÖTÜ ŞARTLANMIŞ MATRİSLER VE DENKLEM 
SİSTEMLERİ 


Kötü şartlanmış matrislerin kesin bir tanım yoktur. Fakat matris kötü şartlanmış ise, 
matrislerde hatalı ters matris veya denklem sistemlerinde de yalnış çözüm vektörü ile 
sonuçlanırlar. Kötü şartlanmanın varlığı ve etkileri, matrisler ve denklem sistemleri ile 
uğraşanlar için çok önemlidir. Eğer bulunan çözüm doğru ise, kötü şartlanma hakkında 
endişelenmeyiniz, fakat bir matrisin tersine ya da denklem sisteminin çözümüne bakarak 
da sonuçların doğru olup olmadığını bilemeyiz. 


İlk önce kötü şartlanmanın, matrisin tersi üstüne olan etkileri inceleyelim. Eğer ma- 
trisin tersindeki elemanlardan bazıları orijinal matrisin kendi elemanlarından bir kaç kat 
büyükse, matris muhtemelen kötü şartlanmıştır. Kötü şartlanmayı saptamak için uygu- 
lanan kriterlerden biri de matrisin determinantının hesabını içermektedir. Eğer matrisin 
determinantı küçük ise, o zaman matris kötü şartlanmış olabilir. Fakat burada şu soru 
sorulabilir: “Küçük” deyimi ile ne kastediyoruz?” “Küçük” ile belirlenen sayısal sınır 
nedir? Bu soruların cevabını bulmak için bir normalizasyon tekniği uygulanarak aşağıda 
verilen bir kriter elde edilmiştir. 


det A 
V il > ağ; 


Şimdi de kötü şartlanmanın etkilerine bakalım. Etkiler ters matris hesabında veya 
denklem sistemi çözümünde yuvarlama hatalarından kaynaklanmaktadır. Bu yuvarlama 
hataların tesbit edecek iki basit fakat oldukça etkili yol vardır: Bunlar (1) A A İ—I ve 
(2) (ATİ) İ—A'dır. 


Yukarıda verilen iki yoldan birincisinde matris ve tersinin çarpımının birim matrisi 
verip vermediğine bakılır. Eğer birim matrisin elemanlarında önemli derecede sapmalar 
varsa; yani, O (sıfır) olması gereken elemanları sıfır sayılamayacak mertebelerde ise veya 


<1 (5.18) 
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1 (bir) olması gereken köşegenler de bir'den büyük veya küçük değerler alıyorlarsa, işte 
o zaman oldukça ciddi yuvarlama hataları mevcuttur. İkinci yol ise, en önemli olanıdır. 
Çünkü iki kere ters matris alınmakta ve yuvarlama hataları daha da artmaktadır. Sonuç 
matris orijinal matrisin elemanlarından sapmalar gösteriyorsa bu da yuvarlama hatalarının 
ciddi mertebelerde olduğunu göstermektedir. 


Kötü şartlanmanın kökeninin yuvarlama hatası olduğunu bildiğimize göre, bu du- 
ruma karşı en iyi savunma, sayısal değerleri çok basamaklı olarak hafızada muhafaza et- 
mektir. Bu işlemde birçok programlama dillerinde Double Precision olarak bilinen ve 
sayısal değerlerin 8-basamak yerine 16-basamağını hafızada tutan ve aritmetik işlemleri 
16-basamak üzerinden yapan çalışama modu tercih edilmelidir. 


Kötü şartlanmanın en ciddi etkileri yoğun matrislerde (matrisin bütün elemanları 
sıfır'dan farklı olan matrisler) görülür. Bu matrisler genellikle En Küçük Kareler metodu 
ile yaklaşım sonunda ortaya çıkarlar. Kısmi veya adi diferansiyel denklemlerin çözümünde 
ortaya çıkan matrisler de kötü şartlanma söz konusu değildir. 


Eğer sayısal değerlerin basamak sayısının arttırılması sonuçların iyileşmesini sağlamı- 
yorsa, o zaman kötü şartlanmış denklem sistemlerini birkaç aşamada çözecek bir teknik 
uygulanmalıdır. Böyle bir tekniği uygulamak için Denklem (5.5) ile verilen matris den- 
kleminin kötü şartlanmış olduğunu varsayalım. Bu denklemden çözüm vektörünü, yani 
Xi, herhangi bir metot ile bulalım. Bu vektör yuvarlama hataları nedeniyle, doğal olarak, 
çözüm tam olmayacaktır, bu vektöre X' diyelim. Şimdi Denklem (5.5)'i sağ taraftan A 
ile çarpalım. 


R—AX' 


burada elde edilen R. vektörü de R den farklı olacaktır. Eğer bu denklemi Denklem 
(5.5)'ten çıkartırsak, 


A(X—X) —R—R 


elde edilir. Burada E—(X—X) alırsak, bu yeni vektör bize hata vektörünü verecektir. O 
zaman 


AE—R—R' 
denklemi yeniden herhangi bir metotla çözülürse E bulunur. Buradan da 


X—X -4E 


denkleminden X düzeltilmiş çözüm vektörü elde edilir. Bu işlem E vektöründeki eleman- 
ların mutlak değerlerinden maksimum olanının bir e değerinden küçük oluncaya kadar 
devam ettirilmesiyle lineer denklem sisteminin doğru çözümü elde edilir. 


ÖRNEK 1. Aşağıdaki lineer denklem sisteminin kötü şartlanmış olup olmadığını 


inceleyiniz. 
23 4.015 ay  ( 18.36 
2.3 4.016 b)  |18.369 


5.4. KÖTÜ ŞARTLANMIŞ MATRİSLER VE DENKLEM SİSTEMLERİ 93 


ÇÖZÜM: Bu denklem sistemi Gauss yoketme metodu yardımıyla elle çözülürse, a—1 
ve b —4 elde edilir. Kötü şartlanma için verilen kriteri, yani Denklem (5.18), uygu- 
ladığımızda 


2 2 
det A — 0.0023, YY aj, — 42.82848 
İZ) j1 


0.0023 
v48.82848 


bulunur. Yani denklem sistemi kötü şartlanmış bir sistemdir. Bunu şöyle izah ede- 
lim. Denklem sisteminde 4.016 eleman yerine 4.0159 yazıp, denklem sistemini yeniden 
çözelim. Bilinmeyenler, yani a ve b'nin sırasıyla 0.2241547 ve 4.444444 olarak bulunurlar. 
Bu çözümün orijinal çözümden oldukça farklı olduğu görülmektedir. İşte bu nedenle, 
kötü şartlanmış matris veya denklem sistemlerinde matrisi oluşturan elemanların sayısal 
değerlerinin doğru olarak girilmesi ile mümkün olan en fazla basamakla işlem yapılması 
gerekir; aksi halde, bu örnekten de görüldüğü üzere elemanların sayısal değerlerinde kasten 
veya kasıtsız yapılan yuvarlamalar, bize doğru cevaptan oldukça farklı sonuçlar getirebile- 
cektir. 


— 3.5144 x10İ<<1 


Bu örneği bir de kötü şartlanmış denklem sistemlerinin çözümlerinde uygulanabilen 
tekniği uygulayalım. R” vektörü 


R-AX- G li Gemi) e ( 18.36 ) 


2.3 4.016 4.4444444 18.364445 


RR 18.36). 18.36 ii 0 
© |18.364 18.364445 / — N —0.000445 
bulunur. Şimdi de E vektörünü bulmak istersek, 
23 4.015 GUN 0 
23 4.016/Xe3/  X—0.000445 
denklemini çözmemiz gerekir. Çözüm vektörü ise, 


0.7768152 
»- (“ns ) 


ve 


bulunur. Düzeltimiş ve iyileştirilmiş çözüm vektörü 


XKEWBRE bm) Wi | 


1.0009699 
4.4444444 —0.445 


3.9994444 


elde edilir. Bu işlem bir kere daha uygulanırsa a —0.9999225 ve b —4.0000444 bulunurlar. 
Ilk hesapta yapılan mutlak hata e < 10 iken bu değer işlemin tekrarlanmasıyla e < 10-“'e 
düşürülmüştür. 
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5.5 JACOBİ İTERASYON METODU 


Lineer denklem sistemlerinde bilinmeyen sayısı çok büyük ise, o zamam Gauss veya Gauss- 
Jordan yoketme metotlarının kullanılması, yapılan aritmetik işlem sayısının çokluğundan 
dolay tercih edilmez. Eğer bu denklem sistemleri, bir diferansiyel denkleminin nümerik 
çözümü esnasında ortaya çıkıyor ise, matrisin elemanlarının bir çoğu sıfır olacağından her 
iki yöntem de sıfırlar ile gereksiz aritmetik işlemler yapmış olacak, bilgisayar işlem zamanı 
artacaktır. Ardışık-tekrar, yani iterasyon, metotları genelde bu durumlarda tercih edilir. 
Bu metotlarda çözüm vetörüne bir tahminde bulunulur ve tahmin denklem sisteminde 
kullanılarak, uygun şekilde yeni tahmin değerleri hesaplanır. Bu ardışık işlemler, bir 
birini tekrarlayan iki tahmin değerleri arasındaki mutlak fark çok küçük oluncaya kadar 
sürdürülür. 


Basit ve anlaşılabilir olması açısından Denklem (5.4) ile verilen dört bilinmeyenli dört 
denklemi ele alalım. Bu denklem sistemi 


(n#1 1 (n (n (n 
TI — — Jı —dı25) —A353 — 0142) 
arı 
#1) 1 n n n 
10) ie e ayır! — a3) azar 
422 
(n#1 1 (n (n (n 
1I3 — — (173-0315, — 0325) — 0342) 
033 
(n#1 1 (n (n (n 
TL4 — —(Va—d4ılı — A4253  — 44313 


şekinde yazılabilir. Buradaki üstel (n) gösterimi n.nci iterasyondaki tahmin değerlerini 
belirtmektedir. Ussün (0) olması durumu, x;'lerin başlangıç tahmin değerlerini ifade et- 
mektedir. Yukarıda verilen iterasyon şemasını (N x N) olan bir sisteme genelleştirirsek, 


a 


i 
di 


i—1 N 
Ti — ayşe — aşşa” : iZI()N 5.19 
1 7 
Dİ 


i— jZiş1 


şeklinde bir genel formül elde edilir. 


İterasyon işlemi, aşağıdaki kriterlerden biri veya her ikisi de gerçekleşinceye kadar 
devam ettirilir. 


el) — (r) 
MAX er <E (5.20) 
max e ci e) < © (5.21) 


Denklem (5.20) ile verilen kriter mutlak nisbi hatanın maksimumu ve Denklem (5.21) ile 
verilen kriter de mutlak hatanın maksimumunu saptayıp, bu hataların e; veya € gibi 
değerinden küçük yapılması işlemidir. Bu kriterler bütün iteratif metotların yakınsama 
kriterleri olarak kullanılırlar. 
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5.6 GAUSS-SEIDEL İTERASYON METODU 


Bu yöntem de Jacobi metodunun hemen hemen aynıdır. Aradaki tek fark bilinmeyenlerin 
(n # 1).nci adımda hesaplanan değerleri (bir sonraki iterasyona kadar beklemeden) hemen 
kullanılır. Yani, 


04) | n) (n) (n) 
Lı — — (fı —dı355 — 41313 — Ala) 
aLı 
My 1 nk) (n) (n) 
19 — —(72—0211j — 42303 — A247) 
022 
(41 1 nk1) (41) (n) 
13 zı — 113 4312177 > 43219 zi 4341) 
033 
1 1 g1 gı 1 
a.” — —— (rı — 04117” ) ei a315” ) aşa” )) 
044 


Buradan da görüldüğü gibi ikinci denklemde xı yerine birinci denklemden hesaplanan 
(n # 1).nci tahmin değeri kullanılmış, üçüncü denklemde de bir ve ikinci denklemlerden 
hesaplanan x; ve x5'nin yeni tahminleri kullanılmıştır. Dördüncü ve son denklemde de 
bilinmeyenlerin (n * 1).nci iterasyon değerleri bilindiğinden, bu değerler kullanılmıştır. 


Gauss-Seidel iterasyon metodunun N x M'lik bir sistem ve 2; bilinmeyeni için genelleş- 
tirilmiş formülü 


il N 
art) — zi | — > aş — » va) e (5.22) 
ile verilmektedir. 
5.7. SOR İTERASYON METODU 


SOR (Succesive Over-Relaxation) olarak adlandırılan metotta iterasyon denklemleri aşağı- 
daki şekilde yazılırlar. 


a — mi” m (rı — —ayızj” 53 aza” ii aya” — ayaz”) 
gti — a)” NN z (r3 ii agat — az35” — azza$” ii aza”) 
yy — iz a (r35 — aze)t” — azza$'t) — aza” © azar”) 
at — m ii m (rı > agız S ayy isi üygaş © asar”) 


Her denklemde a» terimlerine yapılan ilaveler Gauss-Seidel iterasyonuna yapılan 
düzeltmeleri göstermektedir. Bu iterasyon şemasının yakınsama hızını arttırmak amacıyla 
w gibi bir parametre ilave edilmektedir. Bu parametrenin ilavesiyle iterasyon denklemleri, 


) (r) (n) (n) (n) 


(#1) w 
Xi Si Mi Tı — Arılı) * — 0121) * — 41353 * — OJAT) 
11 


n 
ri 
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1000 


100 


İterasyon sayısı, N 


10 
1.0 1.25 1.50 1.75 2.0 


Hızlandırma Parameteresi, © 


Şekil 5.1: İterasyon sayısının hızlandırma parametresi ile değişimi. 


- > W nk n m & 
a) e a) ) e ya (r3 — agır! e ay315 a a2315 ) — ayaz) ” 
22 
> > (0) nk nt n rn 
ri e EN da 033 (03 — aşır! Mm 0331) NV az3$ )— a3az 7 
- > (0) nk nt N ii 
rl e zi ü d44 (rı — ayır! e 04315 v. aş) m. ayan ) 


şeklinde yazılır. wv parametresine hızlandırma parametresi denir. Bu iterasyon metodunda 
hızlandırma parametresi I < w < 2 aralığında seçilir. Bu aralıkta yakınsama hızının 
maksimum ve iterasyon sayısıda minimum olduğu bir optimum, hızlandırma parametresi, 
(Wopt) mevcuttur. Şekil 5.1'de hızlandırma parametresinin optimum değerde nasıl mini- 
mum olduğu görülmektedir. Hızlandırma parametresi bir kaç yüzden fazla bilinmeyenden 
oluşan denklem sistemlerinin çözümünde tahmin edilmesi ve çözümde kullanılması gereken 
önemli bir faktördür. 


SOR metodunun herhangi bir x; bilinmeyeni için iterasyon denklemi genel olarak, 
— i—1 N 
0 (0 ja İnş Y ağ) Yaya İK,  iZU(N (523) 


şeklinde yazılır. Bu denklemde w — 1 alındığında Gauss-Seidel iterasyon denklemlerini 
elde edilir. 


ÖRNEK 2. Aşağıdaki şekilde verilen lineer denklem sistemini iteratif metotları kulla- 
narak çözünüz ve metotları karşılaştırınız. Bütün metotlarda başlangıç tahmin değerlerini 
”1” ve SOR metodunda ise w—1.064 alınız. 


4 —lI O 0 


2 

w 

Il 
DMM MN 
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Tablo 5.1: Jacobi iterasyon metodu ile iterasyon aşamaları. 


BW Nr o|3 
© 
SL 
© 
CE) 
© 
E 
© 
a 
o 
© 
Li 
© 
© 
© 
© 
— 
© 
© 
C5 
>) 
mi 
© 
© 
© 
© 


10 (| 0.4641 0.8564 0.9614 0.9890 0.9946 
11 (0.4641 0.8564 0.9613 0.9890 0.9945 


ÇÖZÜM: (1) Jacobi İterasyonu Metodu: İlk önce bu denklem sisteminin iterasyon 
denklemleri yazılır. 


gi) 7 (ef *1) 
aid 7 a a) 
gi) 7 (af a) 42) 
ap) 7 (af a) 
id > af *1) 


Başlangıç tahmin değerleri a —l, i — 1(1)4 olduğuna göre, iterasyon aşamaları 
başlangıç değerlerinden başlayarak ve iterasyon denklemlerini kullanarak yapılır. Tablo 


5.Vde ilk 11 iterasyon verilmiştir. 


(2) Gauss-Seidel Metodu ile denklem sisteminin iterasyon denklemleri aşağıdaki şekilde 
düzenlenebilir: 


0 ağa) 

ni) 7 (e ka) 42 
ag) 3 (a ka” 42 

ni) 7 (ey kal) 42 
a 


Benzer şekilde başlangıç değerlerini “1” (bir) alıp, aritmetik işlemler yapılırsa, Tablo 
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Tablo 5.2: Gauss-Seidel iterasyon metodu ile iterasyon aşamaları. 


(r) (r) a” (n) (n) 


nl) 2; 13 T) TE 
0 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1 (0.5000 0.8750 0.9688 0.9922 0.9961 
2 


0.4688 0.8594 0.9629 0.9898 0.9949 


5 | 0.4641 0.8564 0.9613 0.9890 0.9945 


NK 
0 |( 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1 | 0.4680 0.8585 0.9624 0.9900 0.9947 
2 
3 


0.4644 0.8566 0.9616 0.9890 0.9945 
0.4641 0.8564 0.9613 0.9890 0.9945 


5.2'de sunulan çözümler elde edilir. Gauss-Seidel ile elde edilen çözüm vektörünü, Jacobi 
metodu ile elde edilenden daha az aritmetik işlem ile yakınsadığı açıkça görülmektedir. 


(3) SOR metodu ile sistemin iterasyon denklemleri w — 1.064 alındığında, 


a) 0.266 e $ 1) — 0.0644” 

a) 0266(e kağ 42) — 0.0642 
Şİ) — 0266(e$ kaf) 42) — 0.064 
geti - 0966 e Ni a d 2) > 0.0647” 
a) 0.266(e k1) — 006429 


olarak bulunur. Bu metot ile gerçekleştirilen iterasyon işlemleri ise Tablo 5.3'te özetlen- 
mektedir. Ayrıca SOR metodunu bu örnek problem için çözen alt ve ana programları 
Program 3'de verilmektedir. 


Burada uygulanan her üç iterasyon metodu ile aynı sonuçların elde edildiği görülmek- 
tedir. Aradaki tek fark yapılan işlem, diğer bir değişle iterasyon, sayısındadır. Jacobi 
metodunda çözüm vektörü 11 iterasyonda elde edilirken, iterasyon (ardışık işlem) sayısı 
Gauss-Seidel metodunda 5 ve SOR (w — 1.064 için) metodun da ise 3'e düşmektedir. 
Eğer SOR metodu optimum parametre ile çözülmez ise, o zaman iterasyon sayısı Jacobi 
metodundan fazla da olabilecektir ve SOR metodu dezavantajlı bir durum arz eder. 
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Program 3. SOR iterasyon metodu ile denklem sistemini Örnek 2 için çözümünü 
veren BASIC alt ve ana programları (Ww — 1 iken Gauss-Seidel metoduna karşılık gelir). 
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READ N,OMEGA,EPSI 

DIM A(N,N),R(N),X(N) ,XO(N) 

FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TO N: READ A(I,J): NEXT J,I 
FOR 1-1 TO N: READ R(I): NEXT I 

FOR 1-1 TO N: X0(1)-1 : NEXT I 


GOSUB 100 

FOR 1-1 TO N: PRINT TAB(10);X(1) : NEXT I 
END 

DATA 5,1.2,1.E-4, 4,-1,0,0,0,-1,4,-1,0,0 


DATA 0,-1,4,-1,0,0,0,-1,4,-1,0,0,0,-2,4,1,2,2,2,2 

REM —— SOR ITERASYON YONTEMI ILE (NxN) LIK LINNER DENKLEM 
REM -— SISTEMININ COZUMUNU HESAPLAYAN ALT PROGRAMDIR. 

REM —— A(N,N) > DENKLEM SISTEMI KATSAYILAR MATRISI. 


REM —— RON) — SAG TARAF VEKTORU. 
REM —— XxX) > COZUM VEKTORU. 
REM —— XO(N) > COZUM ICIN TAHMIN VEKTORU. 
REM —— OMEGA — HIZLANDIRMA PARAMETRESİ. 
REM —— EPSI — YAKINSAMA KRITERİ. 
REM —— 
ITER-1: HATA-O 
FOR 1-1 TON 
ALT-0; UST-O0 


FOR J-1 TO (1-1) 
ALTSALT*-A(I,I)4X(J) 
NEXT J 
FOR J-(111) TON 
USTSUSTHA(I,J)*X0(J) 
NEXT J 
X(1)2(1-0MEGA) *XO(1) #OMEGA* (R(I) -ALT-UST) /A(I,1) 
NEXT I 
FOR 1-1 TON 
MHATA-ABS( (X(1)-X0(1))/(X(I)*EPSI) ) 
IF (MHATA>HATA) THEN HATA-MHATA 
NEXT I 
IF (HATA<EPSI) THEN 420 
ITER-ITER*1 
FOR 1-1 TO N: XO(1I)-X(1I): NEXT 
GOTO 200 
RETURN 
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5.8 MATRİS FORMUNDA İTERATİF METODLAR 


Bu bölümde incelediğimiz 4 x #lük denklem sisteminin matris gösterimi, 


ANI d12 d13 dı4 TI TI 
d21 d22 d23 d24 12 > T2 
azı a3> a33 aza)lzz3|) (rs 
d41 d42 d43 d44 TL4 Ta 


şeklinde olmaktadır. Matris denklemi halinde ise, 
AX —R (5.24) 


şeklinde yazıldığını kabul edelim. 


A matrisin A—D—L—U olacak şekilde bir köşegen, alt ve üst üçgensel matrislerden 
oluşan üç matrise ayıralım. 


a11 0 0 0 0) 0 0 0 0) a)2 A3 j4 
—. O aş 0 0 a 0 0 0 Le O 0 a3 a 
e 0 0 d33 0) 2: a31 033 0 0 i a 0 0 0 da34 
0 0 0 ay â4ı G4 a3 O 0 0 0 0 
O zaman matris denklemi, 
DX —-(L4U)XXAR (5.25) 


şeklinde yazılabilir. Buradan Jacobi iterasyon şeması matris formunda çıkartılabilir. 
D X(WM) (LUX ER (5.26) 


veya 
X(t) -Dİ(L4U)X) DİR (5.27) 
yazılır. Bu ifadedeki D İ(L 4 U) matrisine Jacobi İterasyon Matrisi denir. 


Benzer şekilde Gauss-Seidel iterasyon şeması, 


DXN) px) Ux) LR (5.28) 
buradan da 
(D— IX)  UXM) ER (5.29) 
veya 
X(at1) - (D—LYİUX(©) 4 (D—L)İR (5.30) 


olarak yazılabilir. Buradaki (D — L)-JU matrisine de Gauss-Seidel İterasyon Matrisi 
denir. 


Aynı şekilde SOR iterasyon şeması matrisel gösterim ile 


XOt) & (1—- vD İL) İŞ — elk Dİ UŞKO) 4 (1 DİL) İŞDİR. (5.31) 
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elde edilir. Burada 
(A—wD LYA —w1-wDluj (5.32) 


matrisi de SOR İterasyon Matrisi'dir. 


SOR metodunda optimum hızlandırma parametresi için bir tahmin değeri aşağıdaki 
bağıntı yardımıyla elde edilebilir: 
2 
14 y1—p(J) 
burada p(J) Jacobi iterasyon matrisinin spektral yarıçapı'dır. Bir matrisin spektral 
yarıçapı için kullanılan değer, o matrisin maksimum özdeğeridir. Ote taraftan matrisin 


bütün özdeğerleri Spektral yarıçap içinde yer alırlar. Fazla bir hesap yapmadan spektral 
yarıçap Gerschgorin teoreminden türetilen aşağıdaki formül ile tahmin edilebilir. 


p(A) < min e» lal, max), s1) 


7 


(5.33) 


Wopt — 


Şu ana kadar iteratif alt programların yakınsama durumlarına henüz değinmedik. Bu 
metotlar her linner denklem sisteminin çözümünde kullanılamazlar. Bu kısımda verilen it- 
erasyon matrislerinin özdeğerlerinden mutlak değerleri alınıp, maksimumuna bakılmalıdır. 
Eğer maksimum özdeğer, “bir”den küçük ise, o zaman iterasyon işlemi yakınsayacaktır. 
Aksi takdirde, çözüm vektörü ıraksar. Fakat daha pratik olan ve yakınsamayı saptayan 
bir başka kriter de doğru bir sonuca varmamıza yardımcı olur. Bu kriter Jacobi, Gauss- 
Seidel ve SOR iterasyon şemalarına uygulanır. Kriter de esas olarak matriste herbir satırı 
oluşturan elemanların mutlak değerleri alınır; bu elemanları köşegendeki eleman hariç 
toplanır ve bu toplamın köşegendeki elemandan büyük veya eşit olmasına bakılır. Eğer 
matrisin bütün satırlarda bu durum sağlanıyorsa, denklem sistemi yakınsar. 


N 
kal 5 Tal (5.34) 
jz1 
İKİ 
Bu şartı sağlayan matrislere Köşegen olarak Dominant olan matrisler denir ve her zaman 


iterasyon alt programları ile yakınsarlar. Bu kritere uymayan Bazı matris sistemleri ya- 
kınsayabilir. Bu nedenle kesin test özdeğerleri bulmaktan geçer. 


ÖRNEK 3. Aşağıdaki lineer denklem sisteminin Jacobi iterasyon metodu için yakın- 
sak ve Gauss-Seidel iterasyon metodu için ıraksak olduğunu gösteriniz. 


İBAN fa 1 
ş 1 1)l2)-|3 
—1 4 1 13 7 


ÇÖZÜM: Bu denklem sisteminin Jacobi iterasyon matrisi 


De > e 
1-0) ( 0 2) 


Iı —4 0 
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Bu matrisin özdeğerleri, 
—A —2 —4 
|J — AI) —det| —$ —A —-1 | -0 
Iı —4 —A 


1 
e AD 


bulunur. Dolayısıyla, A — 0,--0.5 elde edilir ve Ayar < 1 olduğundan Jacobi iterasyon 
metodu bu sistem için yakınsar. 


Aynı şekilde Gauss-Seidel iterasyon matrisi, 
0 —2 —4 
G—-(D-L)lU-|Jo i -j 
0 —3 —2 


bulunur. Özdeğerleri ise, 
—A —2 —4 
|(J—AL—det/ Oo İ-A -—$ | -0 
A 


ifadesinden, 
7 
A 4 7A 2) —0o 
ve özdeğerler A — 0,0.788 ve —2.538 olarak bulunur. Buradan da görülüyor ki maksi- 


mum özdeğer 2.538 olup Ayaz < 1 ifadesini sağlamamakta, dolayısıyla da, Gauss-Seidel 
iterasyonu bu sistem için ıraksak olmaktadır. 


ÖZET 


Lineer denklem sistemlerinin çözümü normalde Gauss ve Gauss-Jordan yoketme me- 
totları ile yapılır. Fakat adi diferansiyel ve eliptik diferansiyel denklemlerin nümerik 
çözümlerinde ortaya çıkan matrisler band matrislerdir. Bilimsel araştırmalarda birkaç yüz 
ile birkaç bin denklem ve bilinmeyenlerden oluşan sistemlerle karşılaşmak olağan bir du- 
rumdur. Bunların yoketme metotları ile çözümü sıfırlarla da aritmetiksel işlem yapılmasını 
gerektirdiğinden verimli ve etkili metotlar değildir. Bu nedenle, iteratif metotlar sıfırlarla 
işlem yapılmaması nedeniyle tercih edilirler. İteratif alt programlarla yapılan çözüm, nor- 
mal yoketme alt programlarından daha çabuk elde edilir. İteratif alt programlardan SOR 
metodu wp; parametresi ile yapılan çözümü Jacobi ve Gauss-Seidel metotlarından daha 
hızlı yakınsar. Jacobi metodu ise, en yavaş yakınsayan metottur. Optimum parame- 
tresinin rastgele bir değer ile iterasyonlara başlamak yerine, önceden tahmin edilmesi 
önerilir. Jacobi iterasyon matrisinin spektran yarıçapı (yani, iterasyon matrisinin maksi- 
mum özdeğeri) Bölüm 8'de bahsi geçen Power metodu ile nümerik olarak hesaplanabilir. 


Yakınsama kriteri, matrisin en büyük özdeğeri ile belirlenir. Eğer özdeğer “bir”den 
küçük ise, matris denklemi iteratif olarak yakınsar; aksi halde, ıraksar. Her denklem 
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sistemini iteratif yollar ile çözmeye kalkışmadan önce, bu kriteri göz önünde bulundurmak 
gereklidir. 


Kötü şartlanmış denklem sistemleri ile elde edilen çözüm vektörü veya ters matrisin 
doğruluğu şüpheli olabilir. Bu nedenle kötü şartlanma kriterini uygulayarak, sistemin 
kabaca kötü şartlanmış olup olmadığı bilinebilir. Daha sonra şartlanmanın derecesi Kısım 
5.4'de verilen yöntemlerden bir veya ikisinide uygulayarak saptanabilir. 


PROBLEMLER 


5.1 Aşağıda verilen Üç Köşegenli matris denklemini Gauss yoketme tekniği ile çözmek için 
(4) bir Algoritma hazırlayınız (Bu Algoritma sıfırlı elemanlarla işlem yapmasın); (ii) Bir 
BASIC alt program yazınız. 


dı a1 0 0 ... 0 TL1 CI 
b> da a2 0 ... 0 19 C9 
0 b3 da a3 ni 0 13 C3 
0 GİR vana Gl in ai Tn—1 Cn—1 


5.2 Aşağıdaki verilen Üç Köşegenli matris denklemini Gauss yoketme tekniği ile 5.1'deki 
soruda yazdığınız program kullanarak çözünüz. 


—2 1 0) O ... 0 11 —0.5 
ı —2 1 O ... 0 19 —l1.5 
0 rı — 1... 0 13 —l1.5 
İD e İİ 29 5 
0) 0 .. 0 ı —2 110 0.5 


(Bazı cevaplar: x — 6.4091, x5 — 21.0456, xe — 16.2728) 


5.3 Aşağıda verilen denklem sisteminin kötü şartlanmış olup olmadığını araştırınız. Den- 
klem sistemini sağlayan değerler x; — 1 olarak verildiğine göre (i) Gauss ve Gauss-Jordan 
yoketme alt programlarını kullanarak denklem sistemini çözünüz ve gerçek değerler ile 
karşılaştırınız; (64) Gauss-Jordan metodu ile matrisin tersinin tersini alarak orijinal ma- 
trisi elde edip etmediğinizi araştırınız. 


1 1/2 1/3 1/4 1/5) fm 137/60 
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6İ) > 87/60 
1/3 1/4 1/5 1/6 1/7) )x3)—) 459/420 
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8)) 24 743/840 
1/5 1/6 1/7 1/8 1/9) Naş 1879/2520 


5.4 Verilen A ve B matrisleri için A ! x (B— A) x(A -B) xB |! matris işlemini 
hesaplayanız. 
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10 00 5 1 0 3 0 5 
1 2.0 2 5 0 1 0 3 0 
ASSN LD AŞ) B—|—3 0 1 0 3 
1 4 0 4 5 0 —3 0 1 0 
1 0 00 5 —5ö 0 —3 0 1 


5.5 Aşağıda verilen AX—R matris denklemlerini (4) Gauss veya Gauss-Jordan yoketme 
alt programlarından birini kullanarak çözünüz; (âi) A matrisinin tersini Gauss-Jordan 
metodu ile yazdığınız bir programla hesaplayınız. 


e S9: SB ağ —20 
3 1 —1ı 4 İ|jel | 18 
—< 2 7 1l)lal | -6 
Db <A By/'N 15 
i vk ek BY 12 
—ı 4 -3 2 2ll)a 22 
1 —1 5 —2 3 |la3)—lJ14 
& 3 -$ 7 -3İlm 26 
4 1 —2 6 1) Naş 30 
e eg 47 
1 İs. İİ İz 
O Rb. ek vö ll 24 
Kİ BE e ei A) ee) el © 
a. er e 13 
2 9 —-8 11 —1 —4 —I|l ss —10 
1 ali öp el. 7 34 


5.6 Aşağıda verilen 3x3'lük matrislerin tersini Gauss-Jordan metodu ile bulunuz. 


de e İM ik m Nİ 
iğ 2 e e e 
Mlsçu 3) Ole 5 3 ib Ol, g > 3 
1 > Vİ. 3 e Üs 9  - 5 


5.7 Aşağıda verilen 3x3'lük lineer denklem sistemlerini elle ve Gauss-Yoketme metodunu 
kullanarak çözünüz. 


) 22—2y4*2——1Il, x44y—52—11, x43y—2—8 
b) 2x4*2y—32——5, 4x4y42—6, 42y—2——5 
) 243y—22-—6, 2—243y——3, 24224 y—2 
324 yi22 7, 243y42——6, 4x4 3y— 22 —9 
44-3y-4-22 4, 3x—2y-452—2)7, 243y-42——16 
24 y— 22 ——5, 224y-432—3, 2-4-2y—32——6 
20—2y4-52-23, 247y422-—6, —3x42y-442—2 
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5.8 Aşağıda verilen lineer denklem sistemi bir adi diferansiyel denklemin nümerik çözüm 
işlemleri sonucunda elde edilmiştir. Bu denklem sistemini elle ve Gauss-Yoketme meto- 
dunu kullanarak çözünüz. 


yı *3y2—10, yı -4y4*-2y5—23, ye t3y345y4—53, y3 Tya—54 


5.9 Aşağıda verilen denklem sistemlerini Gauss-Seidel ve SOR (w — 1.5 alarak) metotları 
ile çözün ve optimum hızlandırma parametresini hesaplayınız. 


4 1 1 xI —l 
1 6 2 X9 — 0 
1 G4 13 | 


5.10 Aşağıda verilen denklem sisteminin Jacobi iterasyon yöntemi ile yakınsadığını ve 
Gauss-Seidel iterasyon metodu ile ıraksadığını gösteriniz. 


ı 2 —2 Tı 1 
Bük çk x> | (3 
2 2 el 13 b) 


5.11 Aşağıda verilen lineer sistemin çözümünü (a) Jacobi metoduyla maksimum mutlak 
hatae —5x10 “ toleransı dahilinde olacak şekilde çözümü bulun; (6) Çözümü elde etmek 
için kaç iterasyon gereklidir? (c) Aynı çözümü Gauss-Seidel metodu ile tekrarlayınız. İlk 
tahmin olarak x — 0 kullanınız. 


4 001 2 0 Lı 12.5 
Iı 5 1 0 0 3 13 21 
—2. 0 40 0 —3 3 | | —2.5 
I 0 28 0 —I gal (215 
O 10 3 10 4 T5 03 
2 0 3 0 -—I 6 T6 26 


5.12 Aşağıda verilen denklem sisteminin Jacobi iterasyon metodu ile ıraksadığını, Gauss- 
Seidel metodu ile yakınsadığını gösteriniz. 


5 83 4 al 12 
3 6 4 x9 | —| 13 
4 4 5 13 13 


5.13 Aşağıda verilen denklem sistemini Gauss-Seidel ve SOR (w—1.3 alarak) metotları 
ile maksimum mutlak hata e — 0.5 x 10“ değerinden küçük olacak şekilde çözünüz. 
Ayrıca bu sistem için optimum hızlandırma parametresini tahmin ediniz. Bilinmeyenler 
için başlangıç tahmin değerlerini (©) — y(©) — z(0) — 1 alınız. 


4 1 6 T 4.7 
1 6 2İly)—J147 
ı 2 4 z 9.4 
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5.14 Aşağıda verilen denklem sistemini için optimum hızlandırma parametresini hesapla- 


yınız. 
4 —1I 3 —l1 Tı 2 
—l 6 2 0 | | —2 
3 2 T 1 3) | 3 
—İ, SOR. 2 14 —3 


5.15 Denklem sistemini 5.2.nci soruda verilen durum için SOR metodu ile çözecek bir pro- 
gram yazınız. (a) Bu programda w parametresini 1'den başlayarak ve 0.0'lik arttırımlar 
için koşturunuz. e — 10 İ yakınsama kriterlerini sağlayana kadar kaç iterasyon yapıldığını 
bulunuz. (b) Daha sonra iterasyon sayısını y-ekseninde ve w parametresini de z-ekseninde 
olacak şekilde grafik hazırlayınız. Bu grafikten wp değerini saptayınız. (c) Optimum 
değeri Denklem (5.33) ile hesaplanan tahmin değeri ile karşılaştırıp, sonuçları yorum- 
layınız. 


5.16 Kısım 5.2'de verilen ve kötü şartlanmış sistemlerin çözümünde uygulanabilen iteratif 
yöntem için bir BASIC program yazınız. 


5.17 Bir matrisin determinantını ve Denklem (5.18) ile verilen kötü şartlanma kriterini 
hesaplayan bir BASIC program yazınız. 


5.18 AX—R şeklindeki denklem sistemin de A matrisi üç köşegenli bir matris olması du- 
rumu için bu denklem sistemini SOR metodu ile çözen bir alt program yazınız. Problem 
5.2 ile verilen denklem sistemini çözerek programınız test ediniz. 


5.19 Aşağıda verilen lineer-olmayan denklem sistemini Gauss-Seidel iterasyon yöntemi ile 
kullanarak çözmeyi deneyiniz. Çözüm mümkün müdür? 


 <- Ölg <'DOkaZ e Bİ 
y * 03? — Olaz — 7.3 
2 $ O4y $$ Olay — 17.29 


5.20 Aşağıda verilen lineer-olmayan denklem sistemini Gauss-Seidel iterasyon yöntemi ile 
kullanarak çözmeyi deneyiniz. Çözüm mümkün müdür? 


Sw * Bö * y * z — BT 
MW Ör $ dys E — 3 
ÇED RT va e > 
da İs e <E gi Eliz — BAT 


Bölüm 6 


EN KÜÇÜK KARELER 
METODU (EKKM) 


Bir deney sonunda elde edilen değerler kesikli dağılım verirler. Bu dağılım eşit veya eşit 
olmayan aralıklar şeklinde olabilir. Eğer deney seti mükemmel bir şeklide oluşturulmuş 
ise, deney sonuçlarıda beklenen doğrulukta elde edilirler. Fakat gerçekte bu mümkün 
olmaz ve “gürültü” olarak adlandırılan, olması gereken sonuçlardan sapmalar meydana 
gelir. Bu verilere Lagrange polinomların kullanarak bir interpolasyon yaklaşımı bulabili- 
riz. Bu yaklaşım sapmaları (yani, gürültüyü) da içereceğinden pek iyi bir yaklaşım olmay- 
acaktır. Bu nedenle, özellikle deney sonuçlarını grafiksel olarak irdeleme ve yorumlamada 
araştırmacılar En Küçük Kareler (EKK) metoduna başvururlar. Elde edilen yaklaşım 
fonksiyonu ile bazı fiziksel miktarların tesbiti veya yorumu böylece mümkün olur. Şimdi 
metodun altında yatan fikir ve aşamaları sıklıkla kullanılan yaklaşım fonksiyonlarına nasıl 
uygulandığını görelim. 


6.1 EKK METODU 


Bir deneysel veri gurubuna için uygun bir yaklaşım fonksiyonu genellikle bir polinomdur. 
Eğer bu deneysel veri y(x) ve yaklaşım fonksiyonu da Y(x) ile temsil edilirse, o zaman 
herhangi bir x noktasındaki mutlak hata, 


e(z) —|y(a)— Y(a)| (6.1) 


ifadesinden hesaplanabilir. 


Şimdi yaklaşım fonksiyonu Y(x), o şekilde seçilmelidir ki toplam hata minimum olsun. 
Fakat biz bu hatalardan ziyade, hataların karelerini alarak bu miktarın minimum olmasını 
isteyeceğiz, çünkü eğer e(2; ler büyük ise karesi alındığında bu miktarlar daha da büyük 
olacaktır. Diğer bir değişle, n veri çifti için 


n 
E— > e (2), minimum olmalı (6.2) 


izl 
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Şimdi, Y(x), yani yaklaşım fonksiyonunun m.nci dereceden bir polinom olduğunu 
varsayalım. 


Y(a) zag kax3*aşr? ... kayı” (6.3) 


Denklem (6.2)'den hata, 


EY lylei) — Ya)? < YY (e) — yle? 
izl izl 
ii Yy (ao İk aılj a317 m ie iie vi) (6.4) 
izl 


şeklinde yazılabilir. Buradaki bilinmeyenler polinomun katsayıları olup, (m * 1) tane 
katsayının bulunması gerekmektedir. Bu nedenle, (m 1) tane denkleme ihtiyacımız 
vardır. Bu denklemleri de Denklem (6.4)'ün herbir katsayıya göre kısmi türevini sıfıra 
eşitleyerek elde etmekteyiz. Yani, 


iğ O O iğ, e Ma (6.5) 
dag da daş dan, 

Böylece, (m--1) denklem türetilerek (m--1) bilinmeyeni çözmek için gerekli koşul sağlanmış 
olur. Denklem (6.5) ile Yüksek Matematik derslerinizden de hatırlayacağınız üzere bir 
fonksiyonun “ekstremum” (maksimum veya minimum) noktaları, fonksiyonun birinci dere- 
ceden türevini sıfır yapar. Denklem (6.5) ile sağlanan koşullarda bulunan katsayıların 
hatayı minimum yaptığı ayrıca ispat edilebilir. 


Şimdi kısmi türevlerin hesaplanmasına geçersek, türevler aşağıdaki şekilde yazılabilir. 


dE iz . 2 
Mi Ona 22 (a0 ars vas khk... tamil; 7) 
z er a, 
m 2 Daş“ e ) dag 
-Y2 (ap 011; 4 ayı? -...4 Am — Yi) —0 (6.6) 
izl 


Her iki tarafı “2”e böldükten sonra parantezin açılmasıyla Denklem (6.6) ile verilen ifade 
n n n n 
nag * pe) a, (4) ag... * pe Gsm (6.7) 
izl izl izl izl 
şeklinde yeniden düzenlenebilir. Benzer şekilde, 9£ /0a; de 


p “) ag $ 8 1) ay * p ) ük p af») Gk (6.8) 
izl izl izl izl izl 
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olarak düzenlenir. Bu kısmi türevler bütün katsayılar için yapıldıktan sonra oluşan (m--1) 
tane denklem aşağıdaki matris şeklinde elde edilir. 


n Xi 23 e, BE a9 Xiyi 
Xaj >? ane öz ve a) Xijyi 
Siz Sa? Sy e ee e sl zn (6.9) 
Mek gm Sg Öi Say 


Bu lineer denklem sistemi düşük dereceli polinomlara yaklaşımda (yani m—1,2 ve- 
ya 3) Kramer Kural kullanılarak çözülebilir. Yüksek dereceli polinomların kullanılması 
durumunda Bölüm 5'te bahsedilen Gauss-Yoketme tekniği kullanılmalıdır. 


ÖRNEK 1. Aşağıda verilen ve deneysel olarak elde edilmiş verilere En Küçük Kareler 
metodunu kullanarak bir doğru ile yaklaşımda bulununuz. 


di | 2.10 6.22 7.17 10.552 13.68 
W | 2.90 3.83 5.98 5.TI 7.74 


ÇÖZÜM: Bu örnekte istenen yaklaşım fonksiyonunun Y(«:) — ap * az olarak alın- 
masıdır. Yaklaşım için denklem sistemleri 9£ /da4 — 0 ve d9E/0a; — 0 alınarak iki bil- 
inmeyenli iki denklem elde edilebilir; fakat biz Denklem (6.9) ile verilen genel ifadeyi 
kullanırsak, m — 1 ve (m4 1) — 2 olmaktadır; Denklem (6.9) dolayısıyla 


( n “aj ao) ( Sy 
Sa; Sa? aj Ny 


2 x ”lik matris sistemine indirgenir. Toplam işareti altındaki miktarlar bulmak için Tablo 
6.LVi hazırlıyoruz. 


Tablo 6.1: Örnek 1 için oluşturulan tablo. 
1 2.00 2.90 4.4100 6.09 
2 6.22 3.83 38.6884 Oo 23.8226 

3 7.17 5.98 51.4089 Oo 42.8766 

4 

5 


10.52 5.71 110.6704 o 60.0692 
13.68 7.74 1871424 105.8832 
Yy, 39.69 26.16 3923201 238.7416 


Tablo 6.1'den temin edilen ve matrisin elemanların oluşturan miktarlar ile matrisin 
sayısal olarak gösterimi, 


5 39.69 ag) ( 2616 
39.69 392.3201/ Va; / — |238.7416 
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şeklinde olup bu denklem sisteminin çözümü, 
aç — 2.038392 ay — 0.402319 


olarak bulunur. Dolayısıyla, elde edilen doğru denklemi Y(x) — 2.038392 - 0.4023197x: 
halini alır. 


ÖRNEK 2. Aşağıda verilen ve deneysel olarak elde edilmiş verilere En Küçük Kareler 
metodu ile üçüncü dereceden bir polinoma yaklaşımda bulununuz. 


ml.02- G5 <05 SOS 
yi | 0.435 0.605 1.120 2.440 3.800 


ÇÖZÜM: Bu problemi çözebilmek ve birinci örnekteki gibi denklem sisteminin ele- 
manların bulmak için Tablo 6.2'yi oluşturalım. 


Tablo 6.2: Örnek 2 için oluşturulan tablo. 


e GE ai 1? 15 giyi yi ğyi 

0.2 0.435 0.04 0.008 0.0016 0.00032 0.00006 0.0870 0.0174 0.00348 
0.3 0.605 0.09 0.027 0.0081 0.00243 0.00073 0.1815 0.0544 0.01633 
0.5 1.120 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.015638 0.5600 0.2800 0.01400 
2.400 0.64 0.512 0.4096 0.32768 0.26215 1.9520 1.5616 1.24928 
10 1.000 1.00 1.000 1.0000 1.00000 1.00000 3.8000 3.8000 3.80000 


8.400 2.02 1.672 1.4818 1.36168 1.27856 6.6805 5.7134 5.20909 


Ma mkwn pe. 
© 
© 


DI 
© 


Denklem (6.9) ile verilen genel matris m — 3 için sayısal olarak 


ö 2.8 2.02 1.672 ag 8.400 

2.8 2.02 1.672 1.4818 a, |) | 6.5805 
2.02 o 1.6672 1.4818 1.36168 aş) | 5.7134 
1.6672 1.4818 1.36168 1.27856 a3 0.20909 


şeklinde yazılır. 


Bu denklem sisteminin çözümü, 
ag — 0.2086479, a, — 00.8198023, a> — 1.228915, a3 — 1.542408 
ve yaklaşım fonksiyonu, 
Ya) — 0.2086479 -- 0.81980237 -- 1.2289152:? - 1.542408r9 


olarak elde edilir. 
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Program 1. En küçük kareler metodu ile verilere polinomsal yaklaşımda bulunan 
BASIC Programı. 


10 REM -- EN KUCUK KARELER METODU ILE N VERİ CIFTINE L.NCI 

20 REM -— DERECEDEN POLINOM ILE YAKLASIMDA BULUNAN PROGRAMDIR. 
30 REM -—- BURADA, X(i)? LER ABSIS VE Y(i)?'LERDE ORDINATLARDIR. 
40 REM -- 

50 READ N,L: L-L1*11: CLS 

60 DIM X(N),Y(N) ,A(L,L) ,RKL) ,B(L) 

70 FOR 1-1 TO N: READ X(I): NEXT I 

80 FOR 1-1 TO N: READ Y(I): NEXT TI 

90 REM -—- UST SIMETRİIK MATRIS OLUSTURULUYOR -— 

100 FOR I-1 TOL 

110 FOR Jzi TOL 


120 AMAT-O: M-11)J-2 

140 FOR K-1 TO N: AMAT-AMAT*X(K)”M: NEXT K 
165 ACI,IJ)-AMAT 

170 NEXT J 

175 (REM -- MATRISIN SAĞ TARAFI OLUSTURULUYOR -— 
180 SAG-O 


190 FOR K-i TO N: M-1I-1: SAG-SAGIY(K)*X(K)7M: NEXT K 
220 R(I)-SAG 

225 NEXT I 

230 REM -- ALT UCGENSEL MATRIS OLUSTURULUYOR -— 

235 FOR 1-2 TOL 

240 FOR J:1 TO I: A(I,IJI)-A(J,I): NEXT J 

250 NEXT I 

260 PRINT : PRINT " OLUSTURULAN MATRIS " 

265 FOR 1-1 TO L: FOR J-1 TOL 

270 PRINT TAB((1-1)*1211);A(1,J) : NEXT J: PRINT 
272 NEXT I 

275 REM -- GAUSS YOKETME METODU ILE SISTEMI COZ 

280 FOR K-1 TOL 

285 P-1/A(K,K) 

290 FOR 1I-K*1 TO L: A(K,I)-A(K,I)#P: NEXT I 

300 R(K)SR(K)*#P 

310 IF (K-L) THEN 380 

320 FOR 1-(K*1) TO L 


330 FOR J-(K*1) TOL 

340 ACI,I)-ACI,I)-ACI,K)XA(K,I) 
350 NEXT J 

360 R(I)-R(I)-ACI,K)*R(K) 


370 NEXT I 
380 NEXT K 
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ya), Ye) 


Şekil 6.1: En Küçük Kareler metodunda karşılaşılabilen uyumsuzluklar. 


390 B(L)-R(L) 

400 FOR K-(L-1) TO 1 STEP (-1) 
410 TOPL-O 

415 FOR J-(K*t1) TOL 


420 TOPL-TOPLHA(K,I)4B(J) 
425 NEXT J 

430 B(K)-R(K)-TOPL 

435 NEXT K 


440 PRINT : PRINT " POLINOMUN KATSAYILARI" 

450 FOR K-1i TO L: PRINT "A(";K-1;")-";B(K): NEXT K 
460 REM -- EN KUCUK KARELERİN MIKTARINI HESAPLA 

465 MINKARE-O 

470 FOR K-1 TON 

475 o TOPL-O 

480 OFOR 1-1 TO L: TOPL-TOPL*B(I)*X(K)7(1-1): NEXT IT 
490 Oo MINKARE-MINKARE*(Y(K)-TOPL) “2 

495 NEXT K 

500 PRINT: PRINT "FARKLARIN KARELERİ TOPLAMIZ";MINKARE 
510 END 

520 DATA 5,3 

530 DATA 0.2,0.3,0.5,0.8,1,0.435,0.605,1.12,2.44,3.8 


Program 1'de N veri çiftine L.nci dereceden bir polinoma En Küçük Kareler metodu 
ile yaklaşımda bulunan bir BASIC program verilmektedir. Kullanıcı sadece veri çiftleri ve 
arzu edilen polinomun derecesini temin etmelidir. 


Polinomlar ile yaklaşımda bulunurken karşılaşılan problemlerden biri de yaklaşım 
fonksiyonunun veri noktalarını sağlarken, aradaki noktalarda yaklaşımın olası çözümden 
sapmasıdır. Buna bir örnek x — 1,1.2,1.7,1.75,2ler için y — 0.25,0.30,0.8, 0.83, 0.85 
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olan verilere yapılan üçüncü dereceden bir polinom yaklaşımı, grafiksel olarak Şekil 6.1'de, 
gösterilmiştir. Kesikli çizgiler, verilerin birer doğru ile birleştirilmesi ile elde edilmiş olup, 
düz çizgiler ise üçüncü dereceden yaklaşım polinomunun grafiğidir. Şekilden de görüldüğü 
üzerel< x <1.25 ve 1.75 < x < 2 aralıklarında fonksiyon değerleri ile yaklaşım fonksiyonu 
arasında oldukça büyük farklılıklar vardır. Bu sapmaları bazı veri guruplarında yaklaşım 
polinomunun derecesinin arttırılması ile giderilemez; hatta sapmalar hem miktar olarak 
daha fazla hem de daha geniş aralıklara da yayılabilir. Bu nedenle, yaklaşım fonksiyonu 
ile orijinal fonksiyonun grafiklerini üst üste çizerek gerçekten iyi bir yaklaşım elde edilip 
edilmediği araştırılmalıdır. 


Eğer verilere uydurmak istediğimiz yaklaşım fonksiyonu polinom değil de /ineer ol- 
mayan bir fonksiyon ise bu durumda da aynı teknik uygulanabilir fakat sonuçta elde 
edilen denklem sistemi lineer olmayacaktır. Bazı yaklaşım fonksiyonları lineerleştirile- 
bilir. Örneğin, sıklıkla kullanılan Y(x) — ae” yaklaşım fonksiyonunu ele alalım. Bunun 


için mutlak hata, 
n 


İs w (aebii — vi) (6.10) 


izl 


halini alır. Şimdi kısmi türevleri alıp sıfıra eşitlersek, 


— Yi eksi (aebri — Yi) — —0 (6.11) 
izl 


a > gşeli (aebri — Yi) — (6.12) 


bulunurlar. 
Denklem (6.11) ve (6.12)'yi düzenlediğimizde, 


n n 
d > gli — > yıe93i (6.13) 
i—1 i—1l 


n n 
a >? gşe2özi — 2 Lijyşe9ti (6.14) 
izl izl 


denklemleri elde edilir. Bu iki bilinmeyenli iki lineer olmayan denklemin köklerinin bulun- 
masının zorluğu açıktır. a ve b bilinmeyenleri ancak Bölüm 3'de kapsamı detaylı olarak 
anlatılan Newton-Raphson metodunu kullanarak hesaplanabilir. Fakat bu yola sapmadan 
işlemleri biraz daha kolaylaştırmak mümkündür. 


Eğer hata terimini aşağıdaki gibi alınırsa (yani, fonksiyonun ve yaklaşım fonksiy- 
onunun doğal logaritmalarının farkın minimum yapılırsa), 


Bi — 5 In Y(2;) — In yi)? DE Ina 4 bi; — ny)? (6.15) 
izl izl 
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ve Denklem (6.15)'de A —Ina alınıp, kısmi türevleri sıfıra eşitlenirse, 


JE - 
SER çe (A4 bz;— ny) <0 
dA i—1 

E n 
7 Y a;(4 4 baş— Iny;) <0 

i—1 
veya 
n Sa; AY  ( Sinyi 
Lt e) ( b ) m ti e) 


elde edilir. Denklem (6.16) nın çözümünden sonra a, a — e dan hesaplanır. 


ÖRNEK 3. Aşağıdaki tablo ile verilen veri gurubuna Y(x) — Ay 4 Bsin(2) 
fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


i 1 2 3 4 
Ki 0 1 4 9 
y(x;) | 0.0 4.82 7.98 7.50 


ÇÖZÜM: Minimum yapılması gereken hata terimi aşağıdaki şekilde yazılır. 


4 
EY (Ayzi 4 Bsin(22;) — yı)” 


izl 
Bu ifadenin A ve B ye göre kısmi türevleri 


dE 
54 “ Di vmilAvmi 4 Bsin(2zi) — yi) <0 
gl 
dE m 
5 > Disin(2e) (Avi 4 Bsin(22;) — yı) <0 


izl 


olarak bulunur; düzenlemelerden sonra 
A » x; -B 9g Versi 2) — > YY 
A > VZi sin(21;) - B > sin? (22;) > yi sin(2.2;) 


şeklinde sadeleşir. Denklemlerin katsayıların bulmak için Tablo 5.3 oluşturulmuştur. 


Bilinmeyenlerin matris gösterimi dolayısıyla, 
14 0.6350522 AY 43.28 
0.6350522 2.3696340 B)/  N6.645489 
halini alır. Denklem sisteminin çözümünden A ve B katsayılarının 3.00069 ve 2.00022 
olduğu görülür. Sonuç olarak yaklaşım fonksiyonu 


Y(a) — 3.00069/ * 2.00022 sin(2x) 
elde edilir. 
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Tablo 6.3: Örnek 3 için oluşturulan tablo. 


i Ti > <a simli) m2) al. ii sin(27.) 
1 0 0 0 0 0 0 
2 1 4.82 0.9092974 0.8268220 4.82 4.382815 
3 4 7.98 1.9787170 0.9788298 15.96 Oo 7.895079 
4 9 7.50 -2.2529620 0.5639819 22.50 -5.632405 
ER 14 20.3 0.6350522 2.369634 o43.28 Oo 6.645489 


6.2 İNTEGRAL ALTINDA EKK METODU 


Bazen bir fonksiyon için belirli bir aralıkta, arzu edilen bir başka formda bir fonksiyon ile 
yaklaşımda bulunulmak istenir. Bu durumda yaklaşım fonksiyonunu tesbit etmek için bu 
kısımda bahsedilen minimizasyon metodu izlenir. Bu metotta integral değeri ve integral 
altında hatası minimum olan bir yaklaşım fonksiyonu saptamak için kullanılır. 


f(x) fonksiyonuna Ja, b) aralığındaki yaklaşım fonksiyonu Y(&) olsun. Bu durumda 
her x noktası için yapılan hatayı 


b 
E- | Ve)-fe)?de 
ile temsil ediyoruz. Y(&) ile verilen fonksiyondaki bilinmeyen katsayıları bulmak için 


hatanın (E'nin) kısmi türevlerini sıfıra eşitleyerek, bilinmeyen sayısı kadar denklem elde 
ederiz. Bu da denklem sistemini çözmek için yeterli koşulu sağlar. 


ÖRNEK 4. f (7) — z> fonksiyonu için integral altında En Küçük Kareler metodunu 
ile bir lineer yaklaşım fonksiyonu bulunuz. 


ÇÖZÜM: Bu örnek için, Y(2)—a-4 ba alırsak, hata terimi 


E-f (a 4 be — a?) de 


şeklinde olmalıdır. O halde kısmi türevler, 


de |, (402-2) ar-0, |, slatör-)dr-0 


bulunur. İntegraller analitik olarak hesaplanırsa, 


1 1 1 1 1 
at gb 7, uu m 
elde edilir. Bu denklemlerin çözümü a — —1/6 ve b—l verir. Sonuç olarak yaklaşım 


fonksiyonu Y(x) — x — 1/6 bulunur. 
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6.3 ORTAK ÇÖZÜMÜ OLAN DOĞRUSAL OLMAYAN 
DENKLEMLER 


Bazı denklem sistemlerinin ortak çözümü olmalarına rağmen, doğrusal denklem sistemi 
vermezler; yani, denklem sayısı ile bilinmeyen sayısı eşit olmaz. En Küçük Kareler metodu 
ile çözülebilen sistemlerden biri de Aşır Belirli (Overdetermined) denklem sistemleridir. 
Bu sistemler adından da anlaşılacağı gibi, denklem sayısı bilinmeyen sayısından fazladır. 
Bu tür sistemlerin ortak çözümü varsa, çözüm En Küçük Kareler metodu ile bulunabilir. 
Bu sistemler genellikle deneysel ve nümerik hesaplarda deney veya hesap yönteminin yeteri 
kadar hassasiyette yapılamaması sonucu ortaya çıkar. 


Deneysel prosesler sonunda elde edilen bir aşırı-belirli sisteme örnek vermek istersek: 
üç farklı deney düzeneğinde yoğunluğu bilinmeyen bir maddenin kütle (m), yoğunluk (p), 
ilişkisi saptanmak istensin; yani, Cım 4 Cop — C3. Bu üç deney setinde elde edilen 
C katsayıları farklılık gösterecektir. Bu durumda hangi deney setindeki katsayılar kul- 
lanılmalıdır? Bunu saptamanın en doğru yolu bu kısımda işmenen minimizasyon meto- 


dudur. 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki denklem sisteminin ortak çözümünü bulunuz. 


201 ki5—1, 371420 —1, x1—15—2 


ÇÖZÜM: Denklemlerimizi aşağıdaki şekilde yazalım. 
TI 220) *2— 1, rr —37,420—1, 13 —0,—a5—2 
burada rı — ro — ra — 0 olması arzu edilir. Fakat bizim amacımız r;'leri mümüm olduğu 
kadar sıfıra yakınlaştırmaktır. Bu nedenle, 


3 


E(11,13) — Yir 


izl 


şeklinde r;'lerin (artıkların) kareleri toplamını minimum yapmak isteyeceğiz. Bunun için 
E'nin x; ve x>'ye göre kısmi türevlerini alıp, sıfıra eşitlediğimizde 


OE 

OR. — 2(201 4 13— 1) 43(371 4203— 1) 4 (71 — 23—2) —0 

OE 

EE — (211 İ 9 — 1) * 2821 - 219 1) (21 19 2) —0 
2 


ifadelerinden sırasıyla 227 4 x> — 1 ve 7x1-4-6x> — 1 verir. Bu denklem sisteminin çözümü 
zı <1 vexş ——Idir. Gerçi bu örnek'te verilen denklem sisteminden iki tanesini alır 
ve çözersek, çözüm üçüncü denklemi ne olursa olsun sağlamaktadır. Fakat malesef gerçek 
hayatta karşılaşılan problemlerde bu söz konusu değildir ve r;'ler burada olduğunun tersine 
sıfır değildirler. 
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ÖZET 


En Küçük Kareler metodu (EKKM) deneysel verilere fonksiyon uydurmak için en 
çok kullanılan metotlardan birisidir. Yaklaşım fonksiyonu genellikle “polinom” olarak 
seçilir. Polinomum derecesinin yükseltilmesiyle, yaklaşım hatası küçülmektedir, fakat bazı 
durumlarda yaklaşım polinomu deneysel noktalarla tam bir uyum içinde olmasına rağmen, 
veri noktaları ile polinomun grafiği birlikte çizildiğinde, deneysel noktalardan geçen bir 
salınım durumu gözlenebilir. Eğer deneysel verilerde böyle bir salınım gözlenirse, bu durum 
arzu edilmez ve daha düşük dereceli polinomlar yaklaşım fonksiyonu olarak seçilmelidir. 
Bu nedenle, elde edilen yaklaşım polinomu ve deneysel veriler birlikte grafiksel olarak 
irdelenmeli ondan sonra yaklaşım polinomu seçilmelidir. 


Yaklaşım fonksiyonları polinomdan farklı fonksiyonlar da seçilebilir. Bu seçim yapılan 
deneyin fiziksel gelişimi ile beraber (doğa yasaları ile birlikte) incelendiğinde daha kolay 
olacaktır. Örneğin, bir cismin yoğunluğunu deneysel olarak tesbit etmek için yapılacak iş, 
cismin değişik boyutlarda parçalarının hacim (V;) ve kütlelerini (m;) belirlemek olabilir. 
Bu verileri bir grafik kağıdı üstüne döktüğümüzde, hemen hemen lineer değişimin olduğunu 
görmeliyiz. Değişim tam lineer olmayabilse de yaklaşım fonksiyonu lineer seçilmelidir. 
Çünkü bu doğrunun eğimi yoğunluğu verecektir (m — pV). Bu durumda, ikinci veya 
daha yüksek dereceden polinomu yaklaşım fonksiyonu olarak seçmenin (daha az hata ile 
sonuçlansa da) bir faydası olmayacaktır. 


En Küçük Kareler metodu literatürde birçok alanlarda kullanılmaktadır. Burada biz 
sadece sınırlı bir alanından bahsettik, fakat metod her zaman için aynı mantığa dayanmak- 
tadır. Yani, hata terimi mutlak hataların kareleri olarak belirlenir ve yaklaşım fonksiy- 
onundaki bilinmeyen katsayılar için hatanın kısmi türevleri sıfıra eşitlenerek, lineer veya 
lineer olmayan, bir denklem sistemi elde edilir. Daha sonra da denklem sistemi çözülür. 


PROBLEMLER 


6.1 Aşağıdaki veri gurubuna Y (&) — ae 29 4-ce-997 fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


x| 0 031 0.95 1.45 1.60 
y (3.48 1.50 0.25 0.07 0.05 


6.2 Aşağıda verilen kesikli dağılıma Y(x) — Asinh Bz fonksiyonu ile yaklaşımda bulu- 
nunuz. 


wl 03 Be” <8 İZ 
y|0.31 0.52 0.90 1.51 2.65 


6.3 Aşağıda verilen kesikli dağılıma Y(x) — ax” 4 brcoszx fonksiyonu ile yaklaşımda 
bulununuz. 


we 15. e vir 2d. 83 
y | 0.67 1.06 1.40 1.76 2.33 5.98 
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6.4 Aşağıda verilen kesikli dağılıma üçüncü dereceden bir polinom ile yaklaşımda, bulu- 
nunuz. Daha sonra polinomun derecesini arttırarak hata terimini hesaplayıp hata terim- 
indeki değişimi inceleyin ve yorumlayınız. 


x|0.45 0.57 0.75 1.0M4 1.27 1.50 
İEB2 268 436376. EE 22 


6.5 Aşağıda verilen kesikli dağılıma Y(&x) — ax” fonksiyonu ile yaklaşımda bulununuz. 


ğine 28 43 54 68 7. 
YAA 11.55 281 419 723 914 


6.6 Aşağıda verilen kesikli dağılıma Y(x) — ax? 4bsin x fonksiyonu ile ve integral altında 
En Küçük Kareler metodu ile yaklaşımda bulununuz. Bu problem için bir BASIC program 
yazınız. 


al 0.50 0.65 0.80 0.95 1.10 1.25 1.40 
y | 1.6487 1.9155 2.2255 2.5857 3.0041 3.4903 4.0552 


6.7 Bir aracın durma mesafesi performansı, çeşitli hızlarda (v, km/h) yapılan kuru zemin 
testlerinde aracın ani fren ile duruş mesafesi (S, m) ölçülmüş ve aşağıdaki tabloda ver- 
ilmiştir. 


v| 10 40 85 115 145 
S| 21 24 30 38 48 


Bir otomobile âit test sonuçları aşağıdaki tabloda verilmiştir. Durma mesafesi eğrisinin 
S(u) — av? 4 bu 4 c şeklinde parabolic bir değişim göstermesi gerektiği öngörülmektedir. 
Buna göre, EKKM uygulayarak durma mesafesi eğrisini elde ediniz. 


6.8 Bir maddenin özgül ısısının sıcaklık ile değişimi, yapılan dört deney ile tespit edilmek is- 
teniyor. Deneysel sonuçlar aşağıdaki tabloda verilmiştir. Özgül ısının sıcaklık ile değişimin 
cp(T) > A4 B/T şeklindeki bir fonksiyonla temsil edilmektedir. Bu verilere EKKM ile 
yaklaşımda bulunarak A ve B sabitlerini bulunuz. 


T(K) | 300 400 500 600 
cp (Kcal/kg.K) | 1.267 1.351 1402 1434 


6.9 Bir sıvının viskozitesinin sıcaklıkla değişimi Andrade bağıntısı, u(T) — aeb/T ile 
tanımlanmaktadır. Çeşitli sıcaklıklar için yapılan viskozite ölçümleri aşağıda verilmiştir. 
Bu ölçülen değerler kullanarak a ve b sabitlerini bulunuz ve korelasyon katsayısını hesap- 


layınız. 


T(K) |280 300 310 330 360 
u (Ns/m7) | 0.1 0.082 0.075 0.063 0.05 
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6.10 Herhangi bir f(x) fonksiyonunun (0, x| aralığındaki integrali aşağıdaki şekilde verilen 
bir yaklaşım fonksiyonu bulunmak isteniyor. En Küçük Kareler metodunu kullanarak 
Fa) s2” ve K —2 ve 3 için yaklaşım fonksiyonunu bulunuz. 


” K 
| cos(iz)f(a)dr — > aj) 
(0) j1 


buradal <i << NveK —232N dir. 


6.11 f(x) —In(1 4x) fonksiyonuna (0, 2) aralığında bir polinom ile ve integral altında En 
Küçük Kareler metodu ile yaklaşımda bulununuz. 


6.12 Herhangi bir f(x) fonksiyonu için aşağıdaki ifade ile verilen A(f/)'e bir yaklaşım 
fonksiyonu bulmak istiyoruz. 


0) - İ Ta) 4 #(a)ldz 


Ha) —2”/(x 41) alarak, (a) (v;, f(2;)) verilerine En Küçük Kareler metodu ve aşağıda 
verilen fonksiyon ile yaklaşımda bulununuz; (b) A(f) değerini A(Fa) ile tahmin ediniz. 


3 
F(a,x)—ag* XY la; cos(ka) * ay,ş3 sin(ka)| 
k—I 


6.13 Birinci mertebeden üstel integral fonksiyonu, E;(x), aşağıdaki şekilde tanımlanıyor. 


Ele) - | — du 


U 


Eı(2) fonksiyonuna En Küçük Kareler metodu ile aşağıda verilen fonksiyon ile N—2 ve 3 
için yaklaşımda bulununuz. 


N 
Ela) < > tiye in 
nl 


Burada w,, ve u,ler (n — I(1)N) bilinmeyenler olup bu katsayıların bulunması arzu 
edilmektedir. 


6.14 Aşağıdaki denklem sisteminin ortak çözümünü En Küçük Kareler metodu yardımıyla 
bulunuz. 
21 — 19 İÖ, 211— 379) 2 


21 1738, 211 415 12 
6.15 Aşağıdaki denklem sisteminin ortak çözümünü En Küçük Kareler metodu yardımıyla 


bulunuz. 
21 4254-13 1 311 — 29 4 473 ——1I 


—321 575— 3732 2014379545734 
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6.16 Problem 6.5'te verilen veri gurubuna Y(x) — axe” fonksiyonu ile yaklaşımda 
bulununuz. 


6.17 Aşağıdaki verilere Legendre polinomlar şeklinde verilen yaklaşım fonksiyonunu En 
Küçük Kareler metodu yardımıyla bulunuz. Problemi N —2, 3 ve 4 için çözünüz. 


xl0.0 08 16 24 32 40 
ylo1 19 21 34 43 49 


Yaklaşım fonksiyonu: 


N 
Yi) > e 
nl 


6.18 Aşağıdaki verilere Chebyshev polinomlar şeklinde verilen yaklaşım fonksiyonunu En 
Küçük Kareler metodu yardımıyla bulunuz. Problemi N —5 ve 6 için çözünüz. 


x|30 35 40 45 5.0 
y|157 1.78 189 2.21 3.43 


Yaklaşım fonksiyonu: 


N 
YE » Calle) 
n—1 


Chebyshev polinomlarının bazıları aşağıda verilmektedir. 
lg Li; Ta(a) —22> —1 
T3(1) — 4x — 3x, Til) — 811 — 87? 41 
Tela) — 162” — 201 5x, Tela) — 3225 — 4871 4 1877 —1 


Daha yüksek mertebeden Chebyshev polinomlar 
Tmşil) > 261, (a) FI (e) s0. nel 


rekürans bağıntısıyla bulunur. 


Bölüm 7 


DİFERANSİYEL DENKLEMLER 
VE NÜMERİK ÇÖZÜM 


Diferansiyel denklemleri başlangıç değer ve sınır değer problemleri olarak iki gurupta topla- 
mak mümkündür. Başlangıç değer problemleri genellikle zamana bağlı olan fiziksel olay- 
ların herhangi bir andaki çözümü ile ilgilenilir. Örneğin, ivmesi zamana bağlı olarak 
bilinen bir aracın hareketini £ — tp anından itibaren incelememiz ve # — 7 anındaki hızını 
bulmak istememiz bir başlangıç değer problemidir. Çünkü problemi çözmek için incele- 
meye başladığımız andaki (4g) değere (bu durumda hıza) ihtiyacımız vardır. Diğer bir 
değişle, problemin çözüm aralığı (4g < oo)'dır. Sınır değer problemlerinde ise fiziksel prob- 
lemin çözüm aralığı sınırlanmış olup, çözüm bu sınırlar içinde aranır. Yani, diferansiyel 
denklemin Ja, b| gibi bir aralıkta çözülmesi istenir; bu problemlerin sınırlarında bağımlı 
değişken ve/veya türevleri bilinmektedir. Bu problem tipine de bir örnek vermek istersek; 
uzunluğu Z olan bir telin sol ucu 209C ve sağ ucu da 309“C sabit sıcaklıkta tutulduğunda 
tel boyunca sıcaklık dağılımının bulunması, bir sınır değer problemidir. 


Gerçek fiziksel olayların modellenmesi sonucu ortaya çıkan ve yukarıda bahsedilen 
problemler gurubuna giren diferansiyel denklemlerin bir çoğunun analitik çözümü mümkün 
değildir veya denklemler basit görünümlü fakat lineer olamayan bir durum arz ederler. O 
zaman, problemi çözmek için tek yol bir nümerik yöntemin uygulanmasıdır. Çünkü anal- 
itik çözümü bulunamayan diferansiyel denklem veya denklem sistemleri uygun nümerik 
yöntemlerle kolayca çözülebilirler. Bu bölümde her iki gurup diferansiyel denkleme uygu- 
lanan en verimli ve etkili alt programları inceleyeceğiz. 


7.1 BAŞLANGIÇ DEĞER PROBLEMİ 


Başlangıç değer problemi tipik olarak aşağıdaki formlarda olabilir: 


d 
veya 
d d d 
A5 Bİ $Cy—g(a), yle) —ye, Şile) —ve (0.2) 
da da da 
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veya 
döy diy dy dy d2y 

A -B Dy —hl(a), —y, — — vo, - 03 
13 * Baga 1 Cg, Pu ha), yo) yo, o) >, alo) 20 (03) 


Diferansiyel denklemlerdeki verilen katsayılar sabit veya bağımsız değişkenin fonksiy- 
onu şeklinde olabilir. Eğer katsayılar bağımlı değişkenin (yani, y'nin) fonksiyonu ve/veya 
türevlerini de içeriyorsa, o zaman diferansiyel denkleme /(ineer olmayan diferansiyel den- 
klem adı verilir. Başlangıç şartlarının sayısı diferansiyel denklemin derecesine bağlıdır. 
Diferansiyel denklemin çözümünün bulunabilmesi için diferansiyel denklem birinci derece- 
den ise bir, ikinci dereceden ise iki başlangıç değerine vs ihtiyaç vardır. 


Bu kısımda bahsedilen alt programları birinci dereceden bir diferansiyel denklem için 
verilmiştir. Fakat daha yüksek dereceden diferansiyel denklemler, birinci dereceden bir 
diferansiyel denklem sistemine indirgenebilir. Örneğin, Denklem (0.3)'ü ele alalım. Eğer 
Yı() — y(a), Yalı) — dy/dı ve Y(a) — dy/d? oalrak atarsak, Denklem (0.3) 


dYı 


“2 Ye) 
— h(a)— BY3(a) — CYa(a) — DYI(1) 


şeklinde düzenlenebilir. Birinci dereceden olan bu diferansiyel denklemlerin başlangıç 
değerleri de, 


Yı(zo) yo, oYelzo) xw, Yaz) 20 


olarak yazılır. Sonuç olarak bu adi diferansiyel denklem sistemine birinci dereceden difer- 
ansiyel denkleme uygulanan yöntemlerden birisi genelleştirilerek uygulanabilir. 


7.1.1 EULER METODU 


Bu metodun uygulanmasını açıklamak için, başlangıç değeri ile birlikte verilen, aşağıdaki 
birinci dereceden diferansiyel denklemi ele alalım: 


iy) Ye) ie (1) 


Amaç x > &p için nümerik çözümler elde etmek olduğundan, Euler metodunda y/ 
türevine ileri fark formülü ile yaklaşımda bulunuruz. 


Yik1 Yi 


O(h) — İli, yi) (7.2) 


Denklem (7.2)'den yi,ı çekersek, 


Yi yi khHai, yi) O) (73) 
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bulunur. Başlangıç koşulundan dolayı xp ve yo bilindiği için, f(x0, yo) hesaplanarak yı 
(yani, y(zı)'deki çözüm) 
yı yo thflzo,yo) 


ifadesinden bulunur. Benzer şekilde, 


vw zy khflaı,yı) 


ifadesinden de ye — y(72) bulunur. Bu prosedür nümerik çözümü arzu edilen &;'ye (yi; — 
y(;) bulununcaya) kadar devam ettirilebilir. 


Diferansiyel denklemin Euler metodu ile bulunan nümerik çözümü oldukça basit olup, 
algoritma hazırlama ve program yazma işlemi okuyucuya bırakılmıştır. 


7.1.2 RUNGE-KUTTA METODU 


Runge-Kutta metodu olarak anılan nümerik şemalar hata mertebeleri O(42), O(h) ve 
O(hİ) olan formüllerden ibarettir. Genellikle çözümün en az hata ile elde edilmesi is- 
tendiğinden, daha ziyade, sadece dördüncü mertebeden, O(hi), hata terimli Runge-Kutta 
(RK4) formülasyonuna değineceğiz. 


Denklem (7.1) ile verilen birinci mertebeden adi diferansiyel denklemi ele alalım. 
Runge-Kutta parametreleri Taylor serisinden faydalanılarak bulunur. RK4 şeması için 
bu parametreler 


kı < hf 

ka ( 

k3> — hf(aih/2,yı-ka/2) 
ka — hflai 


Il 
bni 
b 


olarak yazılabilir. Daha sonra çözüm, 


1 
(kı 4 2k 4 23 4 ka) 4 O(hö) (7.4) 


Yil > Yi 1 6 


denkleminden bulunur. Bu ardışık işlemler 7; — xp $ih, i — 0(1)oo için kolaylıkla 
sürdürülebilir. Ote taraftan, yo başlangıç şartından hareketle diferansiyel denklemi #'lık 
arttırımlarla ve Denklem (7.4) aracılığıyla çözülür. 


Programlama için bir algoritma şöyle verilebilir. 
. f(x, y) fonksiyonunu tanımla. 

. X0, Yo, T' ve h değerleri temin et. 

. iz0 alındıktan sonra /-8 aşamaları tekrarla. 
. Z&; ve y; değerlerini yazdır. 


. kı, ka, k3 ve ka parametrelerini hesapla. 


a a RM Www AM 


. Denklem (7.4)'den yeni çözümü y;,1'den hesapla. 
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7. Sayacı bir artır (4 —i5- 1) ve yeni x değerini &;41 — x; 4 h'den hesapla. 


8. Eğer x; < T ise, 4.cü adıma git. 


Program 1. Runge-Kutta (RK4) metodu ile bir adi diferansiyel denklemi bir adım 
için çözen BASIC alt programı. 


100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 


REM - BIR ASAMA DORDUNCU MERTEBEDEN RUNGE-KUTTA METODU ILE 


REM - BASLANGIC DEGER PROBLEMI COZUMUNU VEREN ALT-PROGRAM 
REM - ANA PROGRAM DA F(X,Y) FONKSIYONU DEF FNF(X,Y) OLARAK 
REM - TANIMLANMALIDIR. 

REM - 

KIzH*#FNF(X,Y) 


K2-H*#FNF(X40.54H,Y40.54K1) 
K3-HX#FNF(X40.54H,Y40.54K2) 
KA-H*FNF(X*H,YIK3) 
Y-YI(K1424 (K21K3) *K4) /6 
RETURN 


ÖRNEK 1. Aşağıda başlangıç değeri ile beraber verilen diferansiyel denklemi (1,21 
aralığında (a) Euler metodu ile 40.1, 0.01 ve 0.001, (b) Runge-Kutta metodu ile h — 0.1 
alarak çözünüz. Analitik çözümün y(a) — 22 4(2--x”) /2 olduğu verildiğine göre, nümerik 
çözümleri ve analitik çözüm ile karşılaştırın ve sonuçları yorumlayınız. 


ÇÖZÜM: Bu diferansiyel denklem için xp — 1 ve y(x0) — yo — 2 olarak veriliyor. 


(a) Euler metodunun ilk iki aşamasını verirsek, 


yı yo -hf(2x0,y0) 
2 2 
yı > 24(00)(12 4145 
— 24(0.01)(4)—2.04 


ve ikinci aşamada 7) — xp *-h— 1.01 alarak, 


ya yı Khflanyı) 
yı — 2.044(0.01) (401) 4(101) La) 


1.01 
— 2044 (0.01)(4.0499) — 2.080499 


bulunur. Bu ardışık işlemer, (1,2) aralığındaki lık arttırımlara denk gelen x çözümleri 
(ler) bulunur. Bu şekilde h — 0.1, h — 0.01 ve h — 0.001 için elde edilen nümerik 
çözümler Tablo 7.1'de analitik çözüm ile karşılaştırmalı olarak sunulmuştur. 


7.1. BAŞLANGIÇ DEĞER PROBLEMİ 


(b) Runge-Kutta metodunda öncelikle parametreler hesaplanır (h — 0.1 için). 


kı 
ka 


k3 


ka 


ho: yo) — (0.1) (5 ET 7) — (0.1)(4) 0.4 


hf h/2, yo 4 ka /2) — hf(1.05, 2.2) 


(0.1) (005)? 4 (1.05) To) — (0.1)(4.2477381) — 0.42477381 


hf(xo* h/2,y0 4 ka/2)—hf(1.05,2.212387) 
2.212387 
0.1) | (1.05)2 4 (1.05) 4 << — 
(0.1) ( (LOB) 4 (105) 
hf(xo *-h,yo* ka) — KL. 2.4259535) 


(0.1) (Gn SL) 2 


) — (0.1)(4.259535) — 0.4259535 


) — (0.1)(4.5154123) — 0.4515413 


ve Denklem (7.4)'den 


yı 


1 
y(1.1) yo gi 4 2k 4 2k3 4 kal 


1 
2 4 5 (04 4 2(0.42477381) 4 20.4259535) 4 04515413) — 2.4255 
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bulunur. RKA prosedürü, (1,2) aralığında 0. lik arttırımlara denk gelen çözümleri bulunur. 
Bu nümerik çözümler Tablo 7.1'de Euler çözümleri ve analitik çözüm ile karşılaştırmalı 
olarak verilmiştir. 


Tablo 7.1'den görüldüğü üzere, Euler metodu ile elde edilen çözümler, h'ın küçültül- 
mesiyle iyileşmektedir; yani, doğruluğu artmaktadır. Bununda nedeni, metodun hata mer- 
tebesinin O(h) olmasından kaynaklanmaktadır; yani, h ne kadar küçülürse kesme hatası 
da o kadar azalır. Bu bölümde verilen, RK4 şemasının hata mertebesinin O(h4) olduğu göz 
önüne alınırsa, RK4 metodu ile yapılan hatanın Fuler metoduyla k — 0.001 için elde edilen 
çözümden daha iyi olmakla beraber, RK4 ile elde edilen çözümün analitik çözüm ile aynı 
olduğu görülmektedir. Neden? Bu sorunun cevabını araştırmak okuyucuya bırakılmıştır. 


Program 2. Program 1'deki alt program kullanarak Örnek | ile verilen problemin 
çözümü için hazırlanan ana program. 


10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
95 


REM —- ORNEK 1. ILE VERİLEN PROBLEMİN DORDUNCU MERTEBEDEN 
REM — RUNGE-KUTTA METODU ILE COZUMU 

REM spazm >eeeeee emme amm 
DEF FNF(X,Y)>X4X1X4Y/X 

X-1 : Y22 : H-O.1 : 1-2 

PRINT X,Y 

GOSUB 100 

X-X*H 

IF (X<T#H) THEN 60 


END 
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Tablo 7.1: Örnek 1 ile verilen problemin Analitik, Euler ve Runge-Kutta alt programları 
ile elde edilen çözümleri. 


Fuler Metodu Runge-Kutta Analitik 

T h—0.1  h—0.01 h—0.001 h—0.1 Çözüm 
10 2.00000 2.00000  2.00000 2.0000 2.0000 
1.1 2.40000 2.42282 242523 2.4255 2.4255 
12 2.84918 2.89824 2.90342 2.9040 2.9040 
13 3.35061 3.42929 3.43757 3.4385 3.4385 
14 3.90735 4.01896  4.03069 4.0320 4.0320 
15 4.52245 4.67025 4.68576 4.6875 4.6875 
1.66 5.19895 5.38619 5.40580 5.4080 5.4080 
17 5.93988 6.16975  6.19381 6.1965 6.1965 
1.8 6.74829 7.02397  7.05278 7.0560 7.0560 
19 7.62719 7.95182 7.98571 7.9895 7.9895 
2.0 8.57962 8.95633 8.99561 9.0000 9.0000 


Burada GOSUB 100 deyimi ile Program 1'de verilen Runge-Kutta metoduyla nüme- 
rik çözümünü yapan alt programa göndermedir. 40.ncı satırda verilen fonksiyon değiştiri- 
lerek arzu edilen adi diferansiyel denklemin çözümü elde edilebilir. 

Birinci dereceden takım diferansiyel denklem sistemlerinin Runge-Kutta metodu ile 
çözümü de benzer şekilde olmaktadır. Bir takım diferansiyel denklem sistemi aşağıdaki 
şekilde genelleştirilmiş olsun. 


dY, 

m Yı,Ye,... XY 
de fı(e, 1,412, , N) 
dY; 

m — fala,Yı,Ya,..., Yin) 
UM 

dY: 

d 25 Jala Ya, Yo KN) (7.5) 
L 

dYN 

e Yı,Y,... Yı 
ÜN İn, 1;12, ) N) 


Bu sistem N tane birinci dereceden N adi diferansiyel denklemden oluşmaktadır. 


Her diferansiyel denklem için bir Runge-Kutta parametresi seti hesaplamamız gerekti- 
ginden, bu parametreleri £pn, n—1,2,3,4, m—I(I)N ile temsil edelim. Bu gösterimde 
m diferansiyel denklemin indisini, n de m.nci diferansiyel denkleme ait dört adet Runge- 
Kutta parametresini ifade etmektedir. O halde &;,, için çözümü hesaplamak için parame- 
treler, 
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Km — hfm Cr Şe 2 Yaş İNİZ) 


. oh o Ku o, kei İ a) 
km > hfm Gi * 9? Çal DE (Yo)i gi (VW) 5 
h k k k 
bna > hile t zikr ZE ey ZE, a 


2 
kma — him(ti4h,(Yıhi*kız,(Yolikaz,..., (Yali ks) 


şeklinde düzenlenir. Bunlar bütüm m değerleri (yani, her diferansiyel denklem) için hesa- 
planır. Sonuç olarak çözüm herhangi bir (Yı, )ix1 için 


1 
Gnl > Mali 6 (Emi # 2km2 $ 2km3 $ Kma) (7.6) 


ifadesinden hesaplanır. 


ÖRNEK 2. Aşağıdaki adi diferansiyel denklemi Runge-Kutta (RK4) metodu ile 
0O<x <3 aralığında 0.2Xlik arttırımlarla çözünüz. 


d y dy 
— .1— 3 10.24y — 0)—1, —(0) —0 


ÇÖZÜM: Bu diferasiyel denklemi RKA ile çözebilmemiz için birinci dereceden difer- 
ansiyel denklem sistemine indirgemeliyiz. Bu nedenle, Yı — y ve Ye — y' — Y/ şeklinde 
atama ile 

dY3 


dY) 
— —fıla,Yı,Ye) —Y, — — fo(x,Yı, Ya) > —0.1Y — 10.24Y, 
da dı 


Yİ ve Y2(0) —0 
şeklinde diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 


Şimdi elde edilen birinci dereceden bu takım diferansiyel denklem sistemi RK4 uygu- 
lanarak çözülebilir. Runge-Kutta parametreleri: 


ka zhhlzo,(Yı)o, (Ya)o) <hfı(0,1,0) — (0.2)(0) —0 

k21 —hfelao,(Yı)o, (Y2)0) — hf2(0,1,0) 

— (0.2)(<0.1)(0)  (—10.24X(1)) — —2.048 
kB AA EA Ga kü ei) kaldi, 1,1034) 

— (0.2)(<1.024) — -0.2048 
e 7 
— (0.2)(<0.1)(<1.024)  (<10.24)(1)) — —2.02752 
kız hfı(zo h/2,(Ya)o $ kız/2, (Ya)o * koz2/2) —hfı(0.1, 0.8976, —1.01376) 
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Tablo 7.2: Örnek 2'de verilen problemin RK4 ile hesaplanan çözümleri. 


T y dy/da 
0.0 1.00000 0.00000 
0.2 0.80355 —1.88924 
0.4 0.29713 —3.00134 
0.6 —0.31498 —2.91771 
0.8 —0.79141 —1.69562 
1.0 —0.94877 0.16393 
1.2 —0.73214 1.92116 
1.4 —0.23386 2.89149 
1.6 0.34555 2.71193 
1.8 0.77801 1.47631 
2.0 0.89754 —0.31080 
Dd 0.66388 —1.93968 
2.4 0.17559 —2.77707 
2.6 —0.37126 —2.51201 
2.8 —0.76178 —1.27078 
3.0 —0.84658 0.44151 


— (0.2)(—1:01376) — —0.202752 
ko —hfa(20*h/2,(Yı)o 4 kız/2,(Ya)o $ k>>/2) — hf>(0.1, 0.8976, —1.01376) 
— (0.2)((—0.1)(—1.01376) - (—10.24)(0.8976)) — —1.8180096 
ku zhfılzo h,(Yı)o # kız, (Yao $ koz) & hfı(0.2, 0.797248, —1.8180096) 
— (0.2)(—1.8180096) — —0.3636 
ka —hfılzo h,(Yı)o $ kız, (Yao $ kaz) & hfa(0.2, 00.797248, —1.8180096) 
— (0.2)((—0.1)(—1.8180096) -- (—10.24)(0.797248)| — —1.5964037 


bulunur. Buradan da, 


Kı, — 5 (kız $ 2kı> $ 2kı3 $ kia) 
- 5 (04 2(<0.2048) 4 2(—0.202752) — 0.3636) — —0.19645 
K, — 5 (ko1 $ 2k $ 2ko3 4 ka) 
e 5 (<2.048 4 2(<2.02752) 4 21.8180096) — 1.596403) — —1.88927 


ve 
(Yı)ı > (Y)o * Kı — (1) 4 (—0.19645) — 0.803550 


(Yo)ı — (Yo)o $ Ka — (0) $ (—1.88927) — —1.88927 
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olarak ilk aşama çözümleri elde edilir. İlk adımdan sonraki adımlarda hesaplanan çözümler 
Tablo 7.2'de verilmiştir. 


Program 3. Örnek ? ile verilen yüksek mertebeden adi diferansiyel denklemi çözmek 
için hazırlanan BASIC Ana ve alt programları. 


10 H-0.2: T-3 
15 DIM K(2,4) ,KK(2) 

20 DEF FNF1(X,Y1,Y2)-Y2 

30 DEF FNF2(X,Y1,Y2)--0.14Y2-10.24*Y1 

40 X-0 

50 Y1-1: Y2-0 

60 PRINT X,Y1,Y2 

70 GOSUB 100 

80 X>X1*H 

90 IF (X<T#H) THEN 60 

95 END 

100 K(1,1)-H4FNF1(X,Y1,Y2) 

110 K(2,1)-H4FNF2(X,Y1,Y2) 

120 K(1,2)-HX#FNF1(X40.54*H,Y110.5*K(1,1),Y240.5*K(2,1)) 
130 K(2,2)-HXFNF2(X40.5*H,Y110.5*K(1,1),Y240.54*K(2,1)) 
140 K(1,3)-HX#FNF1(X40.5*H,Y140.5*K(1,2),Y210.54*K(2,2)) 
150 K(2,3)-H#FNF2(X40.5*H,Y140.5*K(1,2),Y210.54*K(2,2)) 
160 K(1,4)-H4#FNFI(X1H,Y14K(1,3),Y21K(2,3)) 

170 K(2,4)-H#FNF2(X*H,Y14K(1,3) ,Y24K(2,3)) 

180 KK(1)-K(1,1)4*2X(K(1,2)1K(1,3))1K(1,4) 

190 KK(2)-K(2,1)12X(K(2,2)1K(2,3))1K(2,4) 
200 Y1-Y14KK(1)/6 
210 Y2-Y24KK(2) /6 
220 RETURN 


7.2 SINIR DEĞER PROBLEMİ 


Sınır değer problemlerinde diferansiyel denklemin çözüm aralığı sınırlıdır. Bu tür problem- 
lerin çözümünde türevler yerine sonlu farklar ile türettiğimiz türev formüllerini koyarak, 
lineer denklem sistemleri elde ederiz. Son adımda lineer denklem sistemi çözülür. Bu 
işlemlerin nasıl yapıldığını görmek için aşağıdaki diferansiyel denklemi ele alalım. 

dy 

m tv > fa), üsrS<b (7.7) 


burada C bir sabittir. Denklem (7.7)'nin olası sınır şartlarına ise ileride değineceğiz. 
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İlk işlem Ja, b| aralığını M eşit parçaya bölmektir; h — (b— a)/M. Aralık M eşit 
parçaya bölününce (M 41) nokta ve bu noktalara denk gelen fonksiyonun alacağı değerler 
belirlenir. Diğer bir değişle, z; a4 ih, i — O(1)M ve yi — y(zi), i — O(1)M oluştu- 
rulur. Bu işlem ile diferansiyel denklemi sağlayan çözüm fonksiyonunun kesikli dağılım 
hazırlanmış olur. Daha sonra kesikli dağılıma denk gelen aralıktaki fonksiyon değerleri 
(yi'ler) diferansiyel denklemi sağlaması sonlu farklar ile gerçekleştirilir. 


Sınır değer problemlerinde sonlu farkların uygulanması, diferansiyel denklemdeki tü- 
revlerin yerine hata mertebesi yüksek olan sonlu fark formüllerinin kullanılmasıyla gerçek- 
leştirilir. Genellikle hata mertebesi O(42) olan sonlu fark formülleri kullanılır. Bu nedenle, 
burada y” yerine Denklem (7.8) ile verilen merkezi fark formülünü yazalım. 


Yişı — 2Yi  Yi— 
yy en 7 OZ) (7.8) 


Denklem (7.7)'yi herhangi bir &; noktası için Denklem (7.8)'i de kullanarak yazarsak, 


Yi — 2Yi tYi-ı 
li 


* C'yi — f(&i) (7.9) 


elde edilir. Bu ifadeyi 2 ile çarptıktan sonra ortak çarpanlar altında toplarsak, 


Yi (RC — Iyi yiz < hai), iZ0(İM (7.10) 


bulunur. Bu denklem aralıktaki bütün noktalar, yani &;, i — O(L1)M, için geçerlidir. 
Denklem (7.10) ile verilen denklemler gurubuna fark denklemleri denir. Problemin bundan 
sonrasını çözebilmek için sınır değerlerinin bilinmesi gerekir. O halde, şimdi de, olabilecek 
sınır şartlar altında problemin nasıl çözülmesi gerektiğini görelim. 


7.2.1 SINIRDA FONKSİYON DEĞERLERİNİN BİLİNMESİ HALİ 


Bu kısımda diferasiyel denklemin sınırlarda (Dirichlet sınır koşulu olarak da anılır) bilin- 
diğini kabul ediyoruz. Sınır değerleri en genel şekilde 4 ve B sabitler olmak üzere 


ya) <A ve yb)-B (7.11) 


olarak yazılabilirler. Burada dikkat edilecek nokta xo —adayg—Avexzy—bdeyy—B 
olmalarıdır. Problemi çözmeye başlarken Ja, 6) aralığını M parçaya bölmüş ve (M 4-1) 
nokta (bilinmeyen, y;) oluştuğunu belirtmiştik. Sınırda fonksiyon değerleri bilindiğine 
göre bilinmeyenlerin sayısı (M — 1) olur. 


Denklem (7.10)'u i — 1 alarak xj için yazarsak, 


yo * (RC —2)yı ya hf) (7.12) 


elde ederiz. Amacımız bilinmeyen terimleri sol, bilinen terimleri sağ tarafta toplamak 
olduğuna göre burada yo — A değerini Denklem (7.12)'de yerine koyup sağ tarafına atalım. 


CO sy hi fa) — A (7.13) 
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Şimdi de Denklem (7.10)'u xy—ı için yazarsak, 
Yu —-2 İ (hİC — Oyası kya — hf) (7.14) 
elde edilir. Burada da yy — B olduğundan denklemin sağ tarafına atılır. 


YM 3 İ (RC — Oyu — hami) —B (7.15) 


Böylece uç noktalar için geçerli fark denklemlerini çıkartmış olduk. Orta noktalar için 
Denklem (7.10) geçerlidir; Denklem (7.10)'da i — 2(1)(M — 2) değerleri yazılarak her 
nokta için fark denklemleri elde edilir. Yani, 


izd2için yı *(hC—2)y kya has) 


i—3için ye (hC—2)y5 4 ya—h f(s) 
izdiçin y3 4 (hRC—2)yakyo—h faa) 


iZ(M-—d2) için yu-3*(RC—2I)ym-*ym-ı — hh f(am—2) 


Bu fark denklemleri matris formunda yazılabilirler. Kolaylık olması bakımından ) — 
h?C — 2 olarak alırsak, matris denklemi Denklem (7.16) şeklinde elde edilir. 


DA yı hf— A 
ie SE “İ ya hf» 
OE y3 h> fs 
a. le (7.16) 
Ze h YM—3 h” fue 
İğ YM—I hfu-ı—B 


Burada f(2;) — f; şeklinde gösterim kolaylığı kullanılmıştır. Elde edilen denklem sistem- 
inin boyutu (M — 1) x (M — 1) olup bu üç köşegenli lineer denklem sisteminin Gauss 
yoketme metodu ile çözülmesi tavsiye edilir. 


7.2.2 KARIŞIK SINIR ŞARTININ OLMASI HALİ 


Sınır değer problemlerinde karşılaşılabilecek karışık sınır şartının (Robin Sınır Şartı olarak 
da bilinir) en genel formu, Denklem (7.17) ile verilmektedir. 


az *By—7 (7.17) 


burada «, 8, ve y değerleri sabitlerdir. Bu sınır şartında &, 8 # 0 olması durumunda 
bu şarta Karışık (Robin) Sınır Şartı « — 0 olması durumu Dirichlet sınır şartını verir. 
Denklem (7.17) ile verilen sınır şartında & # 0, 8 — y — 0 olması durumunda da (yani, 
y'(a) — 0 veya y'(b) — 0) sınır şartına Neumann Sınır Şartı denir. 
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Şimdi, aynı problemi her iki uç noktasındaki sınır şartlarının karışık sınır şartı olması 
durumda çözelim. Yani, 


d 

z zada > *Bıy—7yı (7.18) 
da 
dy 

—bde a Bay — ye (7.19) 


şeklinde (01 # 0 ve a> # 0) verilmiş olsun. 


Bu şartlar altında xp — a ve xy, — b'deki fonksiyon değerleri hakkında henüz hiçbir şey 
söylenemez. Çünkü sınırlarda fonksiyon değerleri (Y(a) — yo ve y(b) — yu) bilinmemekte 
fakat Denklem (7.18) ve (7.19) ile verilen sınır şartlar bilinmektedir. Bu durumda, bilin- 
meyen sayısı aralığını M eşit parçaya bölünmesi ile elde edilen nokta sayısına eşittir, yani 
(M 4 1)'dir. 

Sol uç nokta (sol sınır nokta) için fark denklemi Denklem (7.10)'da i — 0 alınarak elde 
edilir. 

Yy (MİC —2)yo yı < hi fa) (7.20) 


Denklem (7.20)'de yı gibi bir bilinmeyen değer ile karşılaşmaktayız. Bu bilinmeyen 
x — a'dan h kadar gerideki (yani, e — a—h) bir hayali noktaya karşılık gelen değeri temsil 
etmektedir. Aralığın dışındaki bu hayali noktayı yoketmek için sınır şartından yarar- 
lanıyoruz. Şimdi Denklem (7.18) ile verilen sınır şartını, y/ için merkezi fark formülünü de 
kullanarak (i — 0 için) bir fark denklemi elde etmek istersek, 


a1 (5 7) *$ Biyo Yı (7.21) 


elde edilir. Bu denklemi artık y.j için yo ve yı bilinmeyenleri cinsinden çözebiliriz. 
Dolayısıyla, yı, 
2h 
Y—1ı Yı — li — Bıyo) (1-22) 


olarak bulunur. Bu ifade Denklem (7.20)'de yerine yazılır ve ortak çarpanlar altında 
toplanırsa, sol uç nokta için fark denklemi, 


2h8ı 


a1 


2h 
(c — 2 - ) Yo - 2yı — h> f(xo) - — (7.23) 


şeklinde yazılabilir. 


Aynı şekilde, sağ uç noktanın fark denklemini elde etmek için, Denklem (7.10)'da 
iz M yazılır: 


YM—1 * (RC — Oyu yaşı > h flan) (7.24) 


Bu ifadede xx, — b'den h kadar ileride (2 — b--h'ta) bir hayali nokta elde edilir. Bu hayali 
nokta da sağ sınır şartı kullanarak, benzer yolla yok edilir. Sağ uç nokta için sınır şartı: 


a3 (ara AA) 4 Boym > (7.25) 
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şeklinde yazılır. Denklem (7.25)'ten yazı, 
2h 
YM41 > YM—1 a — Bayar) (7.26) 


bulunur. Son olarak Denklem (7.26) ile verilen yıyşı Denklem (7.24)'de yerine konup 
düzenlemeler yapıldıktan sonra, 


2hnp 
a2 


oh 
Düm (ic MM ur 
a 


22 Ya <2 fen) (727) 


fark denklemi elde edilir. Orta noktalar için (yani, x;, i—1(1)(M — 1) için) yine Denklem 
(7.10) geçerlidir; dolayısıyla, fark denklemleri 


i—liçin yo (hC-—2)yı *yo —h fa) 


i—d2için yı * (hC—2)y sy — has) 


iZ(M—1) için y-> (MC -—Iyyı yu haya) 


şeklinde yeniden yazılır. 


Bu denklemlerin matris formundaki gösterimi Denklem (7.28) ile verilmektedir. Bu- 
rada da D — h?C — 2 kolaylığından yararlanılmıştır. 


DİZ > Yo hf 4 221 
1 D 1 yı hf 
e e (7.28) 
is DP e YM-—I n2 İm 
2 
2 er YM h fu — ÇE 


Matrisin boyutu (M 4 1) x (M 4 1)'dir. İkinci dereceden diferansiyel denklemlerin 
sınır değer problemleri olarak çözümlerinde, eğer türev için hata mertebesi O(h2) olan 
merkezi fark formülü kullanılırsa, oluşan katsayılar matrisi üç köşegenlidir. Fakat türevler 
için hata mertebesi O(h?)'den yüksek formüller kullanılırsa veya diferansiyel denklemde 
ikinci dereceden yüksek türevler içeriyorsa, matrisler Band matris şeklinde oluşurlar. 


Üç köşegenli denklem sistemlerinin çözümü, denklem sisteminin boyutu ne olursa ol- 
sun, Gauss yoketme metodu ile elde edilmelidir. Çünkü arzu edilen çözüm, lineer denklem 
sisteminin tam çözümüdür. Program 4 te bu sistemlerin çözümünü yapan bir alt program 
verilmektedir. 


Program 4. Üç köşegenli lineer denklem sisteminin çözümünü Gauss yoketme me- 
todu ile yapan BASIC alt programı. 
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100 REM -- UC KOSEGENLI (NXN)?LIK LINEER DENKLEM SISTEMININ 
110 REM -- GAUSS-YOKETME METODU COZUMUNU VEREN ALT PROGRAM. 
120 REM -- ANA PROGRAM DA --DIM A(N) ,B(N) ,C(N) ,D(N) --SATIRI 
130 REM -- OLMALI. DENKLEM SISTEMININ COZUMLERI  (C(MIJ 

140 REM -- INDISLI DEGISKENI ICINDE SAKLIDIR. 

150 REM -- 

160 FOR 1-2 TO N 

170  R2B(1)/D(1-1) 

180 D(I)-D(I)-R*A(I-1) 

190  C(I)-C(I)-R*C(1-1) 

200 NEXT I 

210 C(N)-C(N)/D(N) 

220 FOR J-(N-1) TO 1 STEP (-1) 

230 o C(J)>(C(J)-A(JI)*C(J*1))/D(J) 

240 NEXT J 

250 RETURN 


ÖRNEK 3. Aşağıdaki sınır değer problemini h—0.1, 0.02, 0.01 ve 0.0025 için çözün 
ve verilen analitik çözüm ile karşılaştırınız. 


Sınır Şartları: o y/(1)42y(1)—1, o y(2) 0 
Analitik Çözüm : y(x) — (Cı -Cax—Inx)e “, Cı—In2—-20,, © —e 31 


ÇÖZÜM: Sınır değerler x —I ve 2 için verildiğinden, çözüm aralığı (1,2)'dir. Bu 
aralığı M parçaya bölersek h — (2— 1)/M olur. 


Sol sınırda karışık sınır şartı ve sağ da ise fonksiyon değeri bilinen sınır şartı kul- 
lanıldığından, fonksiyon sol uç nokta da bilinmemekte iken, sağ uç nokta da bilinmektedir 
(Yu — 0). O halde (M * 1) noktasına denk gelen fonksiyon değerlerinden sadece birisi 
bilindiğinden, bilinmeyen sayısı M'dir. En genel fark denklemi x; noktası için diferansiyel 
denklemde y/ ve y” yerine merkezi fark formüllerinin yazılmasıyla elde edilir. Yani, 


Yikı — 2Yi tYi—ıY |) (Yök — Yi Y |, e e 
a MR a 


7 


Bu denklemi h? ile çarptıktan sonra sadeleştirirsek, 


h2 
(1 — 2h)yş a 4 (Ah — 2); (1 2) yy — e i—0()(M — 1) (7.29) 


elde edilir. 


Sol uç sınır için sınır şartını kullanırsak, 


Yyı—Y-ı 
— — -42y,—l1 
3) t 2y0 
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buradan, 
y-ı <—4hyo yı — 2h (7.30) 


ifadesi bulunur. Sol sınır için fark denklemini türetebilmemiz için Denklem (7.29)'da i — 0 
alır ve y.; için Denklem (7.30) ile bulduğumuz ifadeyi kullanırsak, 


2 
(4h — Ah — 2)yp 4 2yı — e -2(h— 2h2) (7.31) 
To 


elde ederiz. 


Sağ uç sınır için fark denklemini Denklem (7.29)'da i — M — 1 koyarak türetiriz. 


h2 
(1 — 2h)ya 2 4 (Ah — Oya $ (1 4 2h)ym > a (7.32) 
M—1 
ym — 0 olduğundan, Denklem (7.32) 
h2 
(1 — 2h)ya > 4 (Ah — Oya — > g2M-ı (7.33) 
M—1 


halini alır. Orta noktalar için Denklem (7.29) geçerli olup, i — 1(1)(M — 2) alındığında 
bu noktalar için fark denklemleri elde edilir. Yani, 


2 
izl için (1 — 2h)yo - (4h> — 2)yı (1 4 2h)ya — hin 
“a 
i ii 2 ie —2x 
i—2 için (1 — 2h)yı $ (4h” — 2)y5 4 (1-4 2h)ya ——e © 
3 
h2 
izM-2 için (1 — 2h)yaa-3 4 (Ah? — 2)ym-> 4 (14 2h)ymi — 2 e21M-> 
M—2 


Bu denklemler M x M'lik bir lineer denklem sistemi oluştur. Burada matris şeklinde ifade 
etmede kolaylık sağlamak açısından Dp > 4h—4h2—2,D, —1—2h D,—1-42h, ve 
D — 4h> — 2 alırsak, diferansiyel denklemin sağ tarafının F(x) — e 2/2? olduğunu da 
dikkate aldığımızda, fark denklemleri matris formunda ifadesi 


Do 2 Yo F(x0)42(1/h—2) 
Dı, bD BD; yı Ffaı) 
D D D F(g 
Yi > si « » (7.34) 
D D D; YM-—2 F(am-2) 
Db, D YM—ı F(m-ı) 


şeklinde olmaktadır. 
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Tablo 7.3: Örnek 3 ile verilen diferansiyel denklemin farklı h değerleri için elde edilen 
nümerik çözümler. 


Nümerik Çözüm Analitik 


TI 


h—0.1 h—0.02 h—0.Ol o h—0.0025 Çözüm 


10 —0.97091 —1.03860 —1.04052 —1.04148 —1.04153 
1.1 —0.71547 —0.76806 —0.76955 o—0.77080 —0.77034 
1.2 —0.52056 —0.56075 —0.56168 —0.56246 —0.56249 
1.3 —0.37275 —0.40286 —0.40371 —0.40414 —0.40416 
1.4 —0.26141 —0.28344 —0.28406 —0.28438 —0.28439 
1.5 —0.17822 —0.19383 —0.19427 —0.19450 —0.19451 
1.6 —0.11668 —0.12723 —0.12752 —0.12768 —0.12769 
1.7 —0.07155 —0.07827 —0.07846 o—0.07856 o —0.07857 
1.8 —0.03902 —0.04280 —0.04291 —0.04296 —0.04297 
1.9 —0.01596 —0.01755 —0.01760 —0.01762 —0.01762 


2.0 


0 0 0 0 0 


Bu denklem sistemini Program 4 ile verilen alt program kullanarak çözerken, kat- 
sayılar matrisinin sadece sıfır olmayan elemanları programa beslenir. Sıfır olan elemanlar 
ile işlem yapılmaz. 


Üç köşegenli denklem sisteminin verilen alt program ile nasıl çözüldüğünü göstermek 
bakımından hazırlanan ana program, Program 5'de verilmiştir. Bu programla elde edilen 
çözümler Tablo 7.3'te sunulmuştur. h değerinin küçültülmesi ile nümerik çözümün analitik 
çözüme yakınsadığı gözlenir. 


Program 5. Örnek 3'deki diferansiyel denklemi çözmek için hazırlanan BASIC ana 
programı. 


10 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
60 
65 
70 
80 


INPUT N : 


H-1/N: N2N*t1 


DIM A(N) ,B(N) ,C(N) ,D(N) ,X(N) 

DEF FNF(T)-EXP(-2*T)/T72 

FOR 1-1 TO N: D(1)-4xH72-2: A(1)-112xH: B(1)-1-2*H : NEXT I 
B(1)20: A(N)-0: D(1)-44H-4xH72-2: A(1)-2 

FOR 1-1 TO N: X(1)-14(1-1)xH: C(I)-H724FNF(X(1)): NEXT I 
C(1)2C(1)424(1-2XH)4#H 


GOSUB 100 


PRINT TAB(5);"X";TAB(10) ; "NUMERIK COZUM": PRINT 
FOR 1-1 TO N: PRINT TAB(5);X(1);TAB(25);C(1): NEXT I 


END 
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ÖRNEK 4. Aşağıdaki diferansiyel denklemi, verilen sınır şartları altında, bir bil- 
gisayar program yardımıyla, h—0.1, 0.05, 0.025 ve 0.001 için çözünüz ve analitik çözüm 
ile karşılaştırınız. 

ay'—(242)y'42y—0 


ıl. 

Sınır Şartları: Yy(0)-0, y(1)—y(1)* 5 
EZ Ze 

Analitik Çözüm: y(x) —e'— gz #2242) 


ÇÖZÜM: Sonlu farklar metodunu uygulayabilmek için (0,1| aralığını M eşit parçaya 
bölelim. Sınır şartlarının her ikisi de karışık sınır koşulu olduğundan, bilinmeyen nokta 
sayısı (M # 1)'dir. 


Genel fark denklemini türetmek için, herhangi bir w; noktası için yazılan diferansiyel 
denklemde türevler için merkezi fark formüllerini kullanıyoruz: 


Yi — 2Yi İt Yiı Yikı — Yin 
i 42) (2 A) koy — 
«| m? ) (gi | > )s yi 0 (7.35) 


Denklme (7.35Y'i h? ile çarpıp düzenlemeler yapılırsa, 


(4045) ea a Sall ( hea 2) ld 6) 


elde edilir. Bu denklemde &; — ih, i — 0(1) M olduğuna dikkat edilecek olursa, 2; için bu 
ifade Denklem (7.36)'da yerine konursa, Denklem (7.36) biraz daha sadeleşir. 


(140473) a #200 öy (140 — bi) yü 0 (7.37) 


Denklem (7.37)'de i — 0 yazdığımızda 
y-ı *2hyo— yı—0 (7.38) 


bulunur. Bu denklemde sol sınır şartını (Yy, — 0) kullanırsak, merkezi fark formülü 
yardımıyla, yı — yı olduğunu görürüz. Bu eşitliği Denklem (7.38)'de yerine yazdığımızda 
yo < 0 buluruz. Bu son gelişme ile yo'1 bulduğumuz için bilinmeyen düğüm sayısı M'e 
indirgenmiştir. Şimdi Denklem (37)'yi 4 — 1 için inceleyelim. Fark denklemi, 


2(h — ya (<1 İz >) yı —0 (7.39) 


şeklinde yazılır (Yo — O alınmıştır). Orta noktalar (yani, i — 2(1)(M — 1) için) fark 
denklemleri Denklem (7.37) aracılığı ile türetilirler. 
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Son olarak sağ uç nokta için fark denklemini Denklem (7.37)'de i — M — 1 yazarak 
elde edilir. 


(104 2904) ai 200 — My (1 — ZA) a <0 (0) 


Buradaki yayı 'in bilinen nokta değerleri cinsinden karşılığı, sağ sınır şartından elde edilir. 
Dolayısıyla, sağ sınır sartının sonlu farklışaltırılması ile 


YM-41 YM— 1 
e Ya 5 (7.41) 
veya 
YM41 > YM—ı #2hyu kh (7.42) 
bulunur. 


Denklem (7.42)'deki ysı ifadesi Denklem (7.40)'da yerine konup düzenlendikten 
sonra, 


2Myy 1 4 (2h — h2 — 2)Mym — —h ( TEE 7m) (7.43) 


elde edilir. (04—1) x(M—1) olan bu denklem sisteminin matrisel gösterimi a; — —1--(1— 
h/2)i, bi 14 (1-4 h/2)i ve d; — 2(h — i) tanımlarının kullanılmasıyla, matris denklemi 


dı a yı 0 
bb da a5 y2 0) 
b» de a3 y3 0 
a İz) (7.44) 
bu-ı oOdy-ı aM—ı YM—I O 
am #bm du *2hay YM —ham 


olarak yazılır. 


Nümerik çözüm için hazırlanan BASIC ana programı Program 6'da verilmiştir. Pro- 
gramın 60.ncı satırında GOSUB 100 deyimi ile, üç köşegenli denklem sistemini Gauss 
yoketme ile çözen alt programına (yani, Program 4'e) gönderme yapılmaktadır. 


Tablo 7.4: Örnek 4 ile verilen diferansiyel denklemin farklı h değerleri için elde edilen 
nümerik çözümler. 


Nümerik Çözüm Analitik 
T h—0.1 h20.05  h—0.025 h—0.001 Çözüm 
0.2 0.000935 0.001285 0.001373 0.001398 0.001402 
0.4 0.010563 0.011508 0.011745 0.011813 00.011824 
0.6 00.039696 0.041510 00.041960 00.042098 0.042110 
0.8 0.101570 00.104547 00.105290 00.105508 0.105541 
10 0.212410 00.216810 00.217915 00.218230 0.218280 
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Programın istenen h değerleri için çalıştırılması sonucunda elde edilen çözümler, seçili 
bazı noktalar için Tablo 7.4'de verilmiştir. Tabloda sunulan çözümlerin küçülen h değerleri 
ile analitik çözüme yaklaştığı gözlenmektedir. 


Program 6. Örnek 4 ile verilen problemin çözümü için hazırlanan BASIC ana pro- 
gramı. 


10 INPUT N : H-1/N 

20 DIM A(N),B(N),C(N) ,D(N) ,X(N) 

25 DEF FNE(T)-EXP(T)-0.5Xx(T72124T42) 

30 FOR I-1 TON 

35 D(1)-24(H-I): A(1)>-14(1-.54#H)xI: B(1)214(14.5*H)*1I 
40 NEXT TI 

45 B(1)-0 

50 FOR 1-1 TO N: X(I)-I#*H: C(1)-0 : NEXT 

55 B(N)-B(N)*A(N) : D(N)-D(N) *2#HXA(N): C(N)>-A(N)#H: A(N)-0 
60 GOSUB 100 

70 FOR Izi TON 

75 PRINT TAB(3);X(1);TAB(12);C(1);TAB(28) ;FNE(X(1)) 

80 NEXT TI 

90 END 


ÖRNEK 5. Aşağıdaki diferansiyel denklemi nümerik olarak çözünüz. 


yl”) £ 6y — 100 


Sınır Şartları: y(0) — y'(0) — y(1) — y”(1) 0 


ÇÖZÜM: Bu problemde sınırlarda fonksiyon değerlerinin yanısıra türev değerleri de 
bilinmektedir. Fonksiyon değerleri bilindiği için (0,1) aralığı M eşit parçaya bölünürse, 
M 41 düğüm noktası oluşacak, fakat bilinmeyen sayısı M — 1 olacaktır. O halde h—1/M 
ile türevler yerine fark formülleri kullanılırsa, 


Yi? — İyişı $ 6yi — 4yi—ı İ yi—> 
hi 


- 6y; — 100 


veya 
Yi-2 — Ayi $ 6(1 4 hİ)yi — Ayi $ yü > 100hİ, 4 —1(I)(M — 1) 


şeklinde yazılabilir. 


Sınırlarda yo — yu — 0 olduğu verilmiştir. Ayrıca, y (0) — O'a merkezi fark formülü- 
nün uygulanmasıyla yı — yı bulunur. O halde i — 1 için fark denklemi 


Yı — Ayo * 6(1 4 hi)ya — Aya 4 yz — 100hİ 
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olarak yazılır. Burada da yo ve y.ı'in karşılıklarını yerine yazdığımızda, 
(74 6h*)yı — Aya 4 yz — 100h* 
elde edilir. 


iz? noktası için fark denklemi 


—Ayı 4 6(1 4 hi)ye — 4y3 4 ya — 100hİ 


bulunur. Bu fark denkleminde yo — 0 olduğunu hatırlayınız. 
Sağ sınır noktasında fark denklemini i — M — 1 için yazarsak, 
Ya 3 — Ayy 4 6(1 4 h*)yaaı — Aya yaşı — 100h* 
elde edilir. 


Sağ sınır koşulu Yi, — O'a merkezi fark formülü uyguladığımızda, YW/ — (yuıxı — 
OY * ya 1) /h2 < 0 ifadesinden (yay & 0 olduğunu da dikkate alarak) yaşı & yı 
elde edilir. Burada da sınır değerini yerine koyarsak fark denklemi 


YM 3 — AYM 2 (5 4 6hİ)yaş sı — 100h$ 
halini alır. 
Son olarak fark denkleminde i — M — 2 yazdığımızda (yı, — O'da kullanarak) 
Yaa — Ayyı—3 4 6(1 4 h*)yaa > — Ayı ya > 100h9 


veya 
Yaa — Ayyı—3 $ 6(1 4 hi Yy > — Ayı > 100h9 


bulunur. Diğer orta noktalarda da genel hali ile verilen fark denklemi geçerli olduğundan, 
fark denklemlerinin matrisel gösterimi E — 6(1 - hi) kısaltmasını da kullanarak 


m yı 1 
SR Aİ ya li 
NN En ya 1 

ae e yn — 100h* 
çi ik e Sİ Ür -3 il 
1 NS Vi 1 
i. ei Bell Koi 1 


Sıfırlar ile işlem yapılmaması için bu band matrisi Program 7 ile çözebilmek için 
matrisin programa aşağıdaki (M — 1) x 5 boyutlu matris formunda düzenliyoruz. 


ÇO el ek 
0 —4 E —4 1 
ı —4 E “li 


R RR 
e 

KER 

Gi 

| ee 
pa 

o 1 | 

za 

XX r 
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Program 7. Band Matris çözücü BASIC alt programı. 


100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
520 
530 
540 
550 
560 
570 
580 


REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
DIM 


-—— GAUSS YOKETME METODU ILE BAND MATRIS SISTEMİ COZUMU 

-—-NE MATRISIN BOYUTU 

—-<Mİ ALT KOSEGEN SAYISI 

——- M2 UST KOSEGEN SAYISI 

-— A(NF,M14M241)- BOYUTU ILE VERILEN BAND MATRIS 

—— F(NF) > NF UZUNLUKLU SAG TARAF VEKTORU, RETURN'DEN SONRA 
—— COZUM VEKTORU BUNUN ICINDE SAKLIDIR. 

—— WK(NF) > CALISMA ICIN AYRILAN ALAN 

-— NOT: 220 INCI SATIRDA "DIM" DEYIMI ILE VERİLEN A(NF,M14M241) 
-—- VE F(NF) INDISLI DEGISKENLERINI ANA PROGRAMDAKI DIM 
—52 DEYIMINE TASIYINIZ. 


A(NF,M14M241) ,F(NF) ,WK(NF) 


HATA-O 

MM>M14*M2*1 

IF (M1-0) THEN 860 
IF (M2-0) THEN 1010 


FOR 


1-1 TO NF 
P-ABS(A(1,1)) 
FOR J-2 TO MM 
O-ABS(A(1,J)) 
IF (G>P) THEN P-0 
NEXT J 
IF (P-0) THEN 2000 
WK (CI) —P 


NEXT I 


FOR 


1-1 TO M1 

JE-M241 

JS-M111-1 

FOR J-1 TO JE 
ACI,I)-A(I,IJ4JS) 

NEXT J 

JE-JEH1 

FOR J-JE TO MM 
ACI,IM)-0 

NEXT J 


NEXT I 


NMi— 
L2Mi 


FOR 


NF-İ1 


K-1 TO NMİ 
KP1-K*1 
IF (L<NF) THEN L-L11 
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590 I-K 
600 P-ABS(A(K,1))/WK(K) 

610 FOR J-KPi TO L 

620 O-ABS(A(J,1))/WK(J) 
630 IF (G<-P) THEN 660 
640 P-0 

650 1 

660 NEXT J 

670 IF (P-0) THEN 2000 

680 IF (I-K) THEN 770 

690 FOR J-1i TO MM 

700 XSA(K,I) 

710 AK,I)ZACI,I) 

720 AÇI, dek 

730 NEXT J 

740 X-F(K) 

750 F(K)ZF(T) 

760 F(I)-X 

770 FOR I-KPi TO L 

780 X-A(1,1)/A(K,1) 

790 FOR J-2 TO MM 

800 ACI,I-1)-A(I,I)-X*A(K,I) 
810 NEXT J 

820 ACI,MM)-0 

830 F(I)-F(I)-X*#F(K) 
840 NEXT I 

845 NEXT K 


850 IF (A(NF,1)-0) THEN 2000 
860 NPİXNF*İ 


870 L-1 

880 FOR 11-1 TO NF 

890 ISNP1-11 

900 IF (ACI,I)-NF) THEN 2000 
910 IM1-1-1 

920 X-F(I) 

930 IF (I-NF) THEN 970 

940 FOR K-2 TO L 

950 X-X-A(I,K)»*F(IM14K) 
960 NEXT K 

970 F(1)-X/A(1,1) 

980 IF (L<MM) THEN 12141 
990 NEXT II 


1000 GOTO 2500 
1010 MPi2MMHİ 
1020 1-1 


7.2. SINIR DEĞER PROBLEMİ 143 


1030 FOR Izi TO NF 


1040 IF (ACI,MM)-0) THEN 2000 
1050 IP1-141 

1060 X-F(1) 

1070 IF (1-1) THEN 1120 

1080 FOR KK-2 TO L 

1090 K-MP1-KK 

1100 X-X-A(I,K)*F(IP1-KK) 
1110 NEXT KK 

1120 F(I)>X/A(I,MM) 

1130 IF (L<MM) THEN 1-141 
1140 NEXT I 

1150 GOTO 2500 

2000 HATA-1 

2010 PRINT "HATA-";HATA,"MATRISIN DETERMINANTI SIFIRDIR" 
2500 RETURN 


Program 8. Örnek 5'de verilen diferansiyel denklemi, band matris olarak (Program 
7) çözen ana program. 


05 
10 
15 
20 
22 
24 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 


V122 : M222 : NN>5 : NF-NN-2 
H-1/(NN-1) 
IRB-M14*M2*1 
E-6*(14H74) 
DIM A(NF,IRB),F(NF) ,X(NF) 
REM -—— BAND MATRIS KURULUMU 
FOR I-1 TO NF 
A(I,1)21: A(I,5)<1 
A(1I,2)2-4: A(1,4)--4: 
A(1,3)-6x(11H74) 
NEXT 1 
REM —— SINIR KOSULLARININ UYGULANMASI 
A(2,1)20: A(NF-1,5)-0: A(1,3)-Et1: A(NF,3)-E-1 
A(1,1)20: A(1,2)-0: A(NF-1,5)-0: A(NF,4)-0: A(NF,5)-0 
REM -—- SAG TARAF VEKTORUNUN OLUSTURULMASI 
FOR 1-1 TO NF : X(I)<Ix*H: F(1)-100XH74: NEXT I 
GOSUB 100 
REM -— SONUCLARIN YAZDIRILMASI 
FOR 1-1 TO NF: PRINT TAB(5);X(1);TAB(15);F(1): NEXT I 
END 
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7.2.3 SINIRIN SONSUZDA OLMASI HALİ 
Bazı diferansiyel denklemlerin sınır değerlerinden biri sonsuzda verilebilmektedir. Örneğin 


Y'4-Cy— fa), y(0)—0 ve y(oo)—1 (7.45) 


olarak verilmiş olsun. 


Bu problemi sonlu farklar metodu ile çözebilmemiz için, 'sonsuz? olarak belirtilen x 
değerinin hangi mertebede olduğunu bilmemiz gerekir. x'in mertebesi hakkında bir fikir 
yürütemememiz nedeniyle problemi bir başlangıç değer problemi olarak ele almaktayız. 
Fakat burada da esasen bir başka problem ortaya çıkmaktadır; bu problem de sınır şartı 
eksik kalmaktadır. Diğer bir değişle, Denklem (7.45)'i bir Evler veya Runge-Kutta metodu 
ile çözebilmemiz için y(0) başlangıç değerinin yanısıra, y/(0) değerini de bilmemiz gerekir; 
oysa, y'(0) bilinmemektedir. Buna rağmen, y/(0) başlangıç şartı için bir tahminde bu- 
lunarak, problemi bir başlangıç değer problemi olarak çözer ve x > oo için y'nin hangi 
değere yaklaştığına bakarız (y —7). Örneğin, y/(0) — a alındığında z >—oo X y—> A gibi 
bir değere yakınsıyor olsun. Sonra başlangıç şartı için, bir ikinci tahminde bulunuyoruz. 
Bu tahmin de y/(0) — b alındığında x >— co &— y— B gibi bir değere yakınsıyor olsun. 
Bu iki tahmin değeri ile y(00) — 1 sınır şartını sağlayacak yeni bir tahmin değeri lineer 
interpolasyon ile aşağıdaki şekilde hesaplanabilir: 


A 
(4—B)/(a—b) 


Uygulanan bu metoda ilerideki bir noktada fonksiyonun sınır değerine interpolasyonda 
bulunulmasından dolay Atış veya Şutlama metodu da denir. 


vü (7.46) 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki diferansiyel denklemi çözünüz. 
y"—4y—1, oOy(0)-0 ve y(oo)-—1/4 


ÇÖZÜM: Problemi başlangıç değer problemi olarak çözmek için diferansiyel denkle- 
mi birinci dereceden denklem sistemine indirgiyoruz. Dolayısıyla, denklemlerimiz, 


dYı/dı — Y> ve dY3/dx — 1-4 4Y, 


şeklinde yazılır. y/(0) bilinmediğinden, sınır şartlarından sadece Y, (0) — 0 şeklinde yazı- 
lırken Y>(0) — c olarak alalım. Takım diferansiyel denklemi tanımlamak için Program 
3'te değişiklikler yaptıktan sonra bu program vasıtasıyla problemi çözebiliriz. 

Şimdic—az—l alırsak z—5tey— A— 8242 elde edilir. Dahasonraac—b ——I 
için problemi çözdüğümüzde, x — 5'te y — B — —2749 bulunur. Bu değerler ile Denklem 
(7.46)'dan c için yeni bir tahmin değeri bulunur: 


c— 1 (8242)/ (8242 — (<2749))/(1 — (<1))) — —0.4997725 


Bu değer ile problemi tekrar çözersek x — 4.6'dan sonra çözümün —0.25'de sabitleştiği 
görülür. Gerçekte c'nin değerinin —0.5 olduğu anlaşılır. 
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ÖZET 


Tüm nümerik metod ve/ya tekniklerin bilgisayarlarda uygulanması neticesinde, hesa- 
planan değerler yuvarlama hataları içerir ve bu hatalar çözümün geneline yayılır. Bu 
nedenle, gerek başlangıç değer, gerekse de sınır değer problemlerinin çözümünde hatalar 
kesme ve yuvarlama hataları şeklinde mevcut olacaktır. Yuvarlama hatalarını azaltmak 
için “çift hassasiyet” gibi çok basamakla aritmetik işlem yapmak bir çözümdür. Kesme 
hataları ise hYın küçültülmesi ile etkisiz hale getirilebilir. Fakat yüksek mertebeden türevler 
içeren diferansiyel denklemlerin çözümünde /'ın 4, 6, 8.nci kuvvetleri ile karşılaşırız. Bu 
terimler bazı karmaşıklıklara sebep olurlar. Karmaşıklıklar küçük sayıların bu kuvvetleri 
alındığında daha da küçülürler. Eğer hassas aritmetiksel işlem yapmıyorsanız, o zaman 
bu terimlerin ilavesi yuvarlama hatalarından etkilenecek ve size yanlış çözümler getirebile- 
cektir. Bu nedenle 4 değerinin nisbeten büyük tutulmasında yarar vardır. 


Bir diferasniyel denklemi çözmeden önce sınırlara bakarak, bunun bir it başlangıç değer 
veya sınır değer problemi olup, olmadığını saptayınız. Başlangıç değer problemlerinde 
Runge-Kutta gibi hata mertebesi yüksek olan nümerik metodlar ve bunları uygulayan alt 
programları kullanınız. Sınır değer probleminde de sınır şartlarından bilinmeyen sayısı ve 
sınır noktalar için fark denklemlerini dikkatlice çıkartınız. Sonuç olarak, bütün sınır değer 
problemleri bir lineer denklem sistemine (matris formunda) gösterilebilir. Bu denklem 
sistemleri uygun bir algoritma yardımıyla çözülür. 


PROBLEMLER 


7.1 Aşağıda verilen diferansiyel denklemleri k — 0.0001 alarak Euler ve h — 0.1 ve 0.01 
alarak Runge-Kutta alt programların kullanarak belirtilen şart ve aralıkta çözünüz. 


d 1-7 

(a) 7 —, v0, yl, (0,2) 
2 y 
diy 

(b) a By, 2 1, w—0, (3) 


d 
(e) ZE #yinyootz—y, 107/2, yi, İm/2,n/4 


d 
(d) — 25e“Ysinz —2, 20-0, y—-3, |0,1) 


d 
(e) v1 kase yz? — 2 — tany, z0 0, yı—0, |0,7/6| 


7.2 Aşağıda verilen diferansiyel denklemleri h — 0.001 alarak Fuler ve h — 0.01 alarak 
Runge-Kutta alt programların kullanarak belirtilen şart ve aralıkta çözünüz. 


dy dy 
(a) m e 70-0, yozl, yo > 0 (0, 1.5) 
dg d 
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dy 5 / 
(c) 1 $ siny -0, 700, yezl, yy x0 10,4) 
d 
(d) — —10*(y4 — 1012), xp —0, yo —530 |0,1.5) 


ey Faal 
dr3 “dır? dı 


2 
) *3y —0, 10 20, yo —0, Yy 0, y”(0)—0 (0, 4) 


7.3 Yarıya kadar dolu, çapı P ve yüksekliği ho olan silindirik bir tankın tabanında, tam 
orta noktada, çapı d olan bir delik vardır. Tanktaki su yerçekimi kuvveti ile bu delikten 
dışarıya (aşağıya doğru) akmaktadır. Tank içindeki suyun yüksekliğini zamanın fonksiyonu 
olarak ifade eden diferansiyel denklem 

2 
dh - ( d ) Bh 

D 

olarak verilmektedir. VD —1.5öm, d—ö5 cm ve hg-3.5 m olan tank için problemi Runge- 
Kutta metodu (RK4) ile h — 0.01 alarak çözünüz ve analitik çözüm ile karşılaştırınız. 


Analitik çözüm: 


is zo -vh), cı — (5) vE 


7.4 x(t), sıcaklığı G(8) — 80(3 — 4) ile verilen bir ortama yerleştirilen bir cismin 4 anındaki 
sıcaklığı olsun. Cismin sıcaklığı aşağıdaki diferansiyel denklem ile verildiği ve cismin 
başlangıçtaki sıcaklığının da 4009C olduğu verildiğine göre bu problemi Runge-Kutta 
(RK4) metodu ile h — 0.01 alarak çözünüz. 

da 


77 4 0.0252 — 0.0056) 


7.5 Bir RL devresideki 4 akımı, anahtar açıldıktan sonra, aşağıdaki diferasniyel denklem 
ile ifade edilmektedir. 

di o Esinwt— Ri 

dt L 
Devre kapalı iken devreden akım geçmediği ve E —100 V, L —1 Henry, w —500 ve R —100 
© olduğu verildiğine göre, bu diferansiyel denklemi Runge-Kutta (RK4) Metodu ile (0,3) 
aralığında çözüp, analitik çözüm ile karşılaştırınız. hk değerini değiştirerek analitik sonucu 
elde etmeye çalışınız. h — 0.1 için problemi çözdükten sonra ilk üç saniyede devreden 
geçen akım miktarın hesaplayınız. 


Analitik çözüm: 


E 
ir gk sinwt — vLcoswt #wLe Rb)  Z— VR 44212 
7.6 20 kg şeker, içinde 120 kg su bulunan bir tanka boşaltılıyor. Çözeltinin konsantrasyonu, 
C, t anında yüzde olarak aşağıdaki diferansiyel denklem ile ifade ediliyor. 


dC k 


(120 — 1.2120) — 5(200 — 14C)(100 — 40) 
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burada k kütle transfer katsayısıdır; £—0.05889. Başlangıç şartı # — 0, C — 0 verildiğine 
göre, bu diferansiyel denklemi hata mertebesi O(0.019) olacak şekilde ve çözelti 90100 
doymuşluğa ulaşıncaya kadar geçen zamanı bulunuz. Çözümün grafiğini, C-t, çiziniz. 


7.7 Azot monoksitin (NO'nun) hidrojen ile reaksiyonunun reaksiyon oranı aşağıdaki difer- 
ansiyel denklemi ile ifade ediliyor. 


da 
di — k(Pxo — 21)2( Pır, e x) 

burada x ürünün kısmi basıncı, k katsayı, Pvwo ve Pı, de NO ve Ha'nin kısmi basınçlarıdır. 
Bu problemde Pyo—359 mm Hg, Pı, 400 mm Hg ve k —1.12x10 7 mm ? s”! olduğuna 
göre problemi 0 <4< 3 s için Runge-Kutta metodu (RK4) ile çözünüz. 


7.8 Denklem (7.1) ile verilen adi diferansiyel denklem de dy/dx yerine hata mertebesi 
O(h2) olan ileri fark formülü kullanarak bir metod geliştiriniz ve Ornek 1 ile verilen prob- 
lemi çözünüz. NOT: Çözümün ilk aşamasında Fuler metodunu kullanınız. 


7.9 Aşağıda verilen sınır değer problemlerini sayısal olarak en az iki basamak doğru olacak 
şekilde çözünüz. NOT: Ikinci mertebeden fark formülleri kullandığınızda, aralık sayısı 
veya genişliğini O(h?) < 102 olacak şekilde belirleyiniz. 


xy" kay—ay—e*, y(0)—0, y(3) 0 


S 
HH 
2 


© 


&>y"' say —2y—0, y(0)—0, y(3) 0 

y'—8y'*xy—e, y(0)—0, y(2)—4 

Yy" kay —a7y—-0, y(0)—0, y(0.75) — 0.5y(0.75) -0 
) 


© 


(2) (22 42)y” (32 —1)y—2y—e, y(—-1)-0, y(1)—2 

(3) 2y” 43y'—12y—0, y'(0)—1, y(4) —0 

(4) ay" kay —(14 2 )y—tanr, y(0)—0, y(m/8) — 

(5) y” -ay"—xİy—A—tanz, y(—1)—y'(—1)—0, y(1)—y'(1) —0 
(6) sin 2 y' 4 cosay' — vy—e, y(0) -y'(0) ——1, y(0.5) -y' (0.5) —0 
(Dy e(d6-İy s4 43, yO)—l, y'(1) 0 

(8) 

(9) 


—M 
© 


4 


Yy" 42y—2 41, y(0)—0, yl 
yi” 4 49y — 492”, y(0) —y(1) — y”(1) > y”(1) <0 
yi 44y—e”, y(0)—y"(1) —y”(1)-0, y(1)—1 


— 
— 


SS 
R R 
EW NN 
m e 


7.10 Aşağıda verilen sınır değer problemlerini sayısal olarak en az iki basamak doğru 
olacak şekilde çözünüz. NOT: Ikinci mertebeden fark formülleri kullandığınızda, aralık 
sayısı veya genişliğini O(h?) < 102 olacak şekilde belirleyiniz. 


(a) y'— e (y42) 2, y(0)<0, y(10)——1 
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2" —(5x—1)y-4-5z—cosr, 2'(0)—z2(0)—0.55, (10) —0 
(0) y"—(2y452)>€, y(0)-0, y(1) 0 

2"—ay—aiz— ye, :(0)-0, 2(1)—0 
(©) y” 422” —4Ay—iIn(54$2x), y(1)-0, y(3)— 

3y” —2” —5z2 —x, z(0)—1, z2(10)——1 


7.11 Aşağıda verilen sınır değer problemlerini sayısal olarak en az üç basamak doğrulukla 
çözünüz. NOT: Ikinci mertebeden fark formülleri kullandığınızda, aralık sayısı veya 
genişliğini O(h2) < 102 olacak şekilde belirleyiniz. 


(a) yv”“ yy” 0, y(0)—0, y(0) 0, y(oo)—2 


(60) ay” kay 4ay—0, y()—4, y(o) —0 
(©) y"-4Say'—sin(ay) 0, y(0)—1, y(oo)—1 


Bölüm 8 


ÖZDEĞER VE ÖZVEKTÖRLER 


Özdeğerler ve/veya özvektörler oldukça çeşitli mühendislik problemlerin çözümlerinde, 
çoğu kez fiziksel miktarları temsilen olarak, ortaya çıkar. Bu nedenle, mühendislik prob- 
lemlerinin çözümünde sıkça karşılaştığımız bu sistemlerin özdeğerleri,genellikle de en bü- 
yük ve/veya en küçük özdeğeri, önem taşımaktadır. Özdeğer veya özvektörleri arzu edilen 
sistemler, simetrik veya simetrik olmayan matrisler ile sonuçlanabilir; bu sistemlere uygu- 
lanan teknikler de dolayısıyla farklılık gösterir. Özdeğerleri aranan problemlere Karakter- 
istik Değer Problemi veya Özdeğer Problemi denir. Bu bölümde de biz değişik sistemlere 
(öncelikle de simetrik sistemlere) uygulanan tekniklerden bahsedeceğiz. 


8.1 PROBLEMİN TANIMI 


Matris özdeğer probleminin tanım Denklem (8.1) ile verilmektedir. 
AX -AX (8.1) 


burada A bir kare matris, X de matris ile aynı boyutta olan bilinmeyenler vektörü ve A 
da bir sabittir. Bir Ozdeğer Problemi'nin çözümü Denklem (8.1Y'i sağlayan X vektörleri 
ve A değerlerinin bulunmasıdır. Denklem (8.1), 


(A -ADX—0 (8.2) 


şeklinde de yazılabilir. Denklem (8.2) şeklinde yazılan bu sistemin sıfırdan farklı bir 
çözümünün olabilmesi için denklem sisteminin Denklem (8.3)'ü sağlaması gerekir. 


det(A — AD) —0 (8.3) 


Denklem (8.3) derecesi matrisin boyutu ile aynı olan bir polinom ile temsil edilebilir 
ki bu polinoma Karakteristik Polinom denir; ayrıca karakteristik polinomun kökleri arzu 
edilen matrisin özdeğerleridir. Her bir özdeğer için elde edilen çözüm vektörü de özvektör- 
leri verir. 


Fiziksel olaylardan kaynaklanan özdeğer problemlerde matrisler genellikle simetriktir. 
Bu nedenle öncelikle simetrik matrislerin özdeğerlerinin bulunmasına değineceğiz. 
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Eğer A simetrik bir matris ve V de gelişigüzel bir vektör olarak alınırsa, o zaman 
AV — W (8.4) 
VTA - Wİ (8.5) 


elde edilir; burada W bir sütun vektördür. Bu bağıntılar yardımıyla kolaylıkla AV ve 
VTA vektörlerinin j/'ninci sütunu için, 


(AV); — > GjkUk (8.6) 
k—I 
(Vİ A)j — » UkAkj (8.7) 
k—I 
ve Ak; jk olması nedeniyle de 
AV — (VİA) (8.8) 


olduğu gösterilebilir. 
Şimdi de bir başka gelişigüzel vektör olan Y vektörünü için 
YİW — WİY (8.9) 


bu özelliğine (skalar çarpımın yer değiştirme özelliği) dikkat çektikten ve W—AV olduğunu 
da hatırlattıktan sonra Denklem (8.8) 


YİAV—V'AY (8.10) 
olarak yazılabilir. 


Şimdi Y — X, ve V — X; gibi A'nın iki özvektörünü Denklem (8.10)'da yerine 
koyarsak, 


XlAX,— X/AX, (8.11) 
elde edilir. Fakat 
AX, — AgXa (8.12) 
AX,—A,X, (8.13) 
olduklarından Denklem (8.11) 
Ag Xİ X, SAŞXI Xp (8.14) 


şeklinde de yazılabilir. X/ Xa — XIX, olduğundan dolayı, Denklem (8.14) Ag — Ay olması 
gerektiğini ima eder. Özdeğerler birbirlerine eşit olamayacağı ve bu eşitliğin gerçeklene- 
bilmesi için, 

X/X,—0 
olmalıdır. Bu şartı sağlayan özvektörlere Ortogonal Vektörler denir; yani, özvektörler 
ortogonaldır. Sonuç olarak herhangi bir gelişigüzel vektör, özdeğer vektörlerinin lineer 
kombinasyonu olarak yazılabilir. Yani, 


V —>oX,ioX54-0X31...4c,X,, (8.15) 


Bundan sonra özdeğerlerin bulunmalar için gerekli teknikleri incelemeye başlayabiliriz. 
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8.2 POWER METODU 


Power Metodu, matrislerin en büyük özdeğerinin bulunması için sıklıkla uygulanan bir 
yöntemdir; simetrik veya simetrik olmayan matrislere ayırım yapılmaksızın uygulanabilir. 
Bir simetrik matris için özdeğerlerden oluşan bir vektör Denklem (8.15) şeklinde yazılabi- 
leceği belirtilmişti. Bu denklemden hareketle AV çarpımın oluşturalım. 


AV — o,AX; o AX5 40 AX, 1... 4 c,AX, (8.16) 


Fakat AX; — AşXı, AX, — AŞX,..., AX, — A,X,, vs., olduklarından Denklem 
(8.16), 
AV —GjAjXı * ch X> C3A3X3 -...*CpAnXn (8.17) 


şeklinde de yazılabilir. Denklem (8.17)'yi tekrar A matrisiyle çarparsak, 
A(AV) — GL AJXI GAZ X3 4 o AX3 k... e AZ Xp, (8.18) 


elde edilir. Her bir çarpma işlemi sonunda özdeğerlerin kuvveti it artı bir artacaktır. Diğer 
bir değişle, 
APV — cg AJXI * GA) X> * G3 ALX3 AR Cn AL Xp, (8.19) 


şeklinde bir genel ifade bulunur. Burada Aj;'in maksimum özdeğer olduğunu varsayıp ve 
Denklem (8.19)'u Aş parantezine alırsak, 


Pp Pp Pp 
APV — AK akı mi 62) (3) X> 4 ca (&) X3s-*-... ic, (X) x.) (8.20) 
Al Al Al 


şeklinde yazılabilir. Denklem (8.20)'nin büyük p değerleri için cı X;'e yakınsayacağı aşikar- 
dır. Maksimum özdeğer ise, 


Al — lim (APV). 


Jim, Tay 7 1(1)o0 (8.21) 


ifadesinden hesaplanabilir ki burada r iterasyon sayısını temsil etmektedir. 
İkinci bir yol da yine iteratif bir yöntem olup, bu yol için uygulanan algoritma en sık 
kullanılandır. Burada da gelişigüzel bir özvektör ile başlayıp her iterasyonda, 


(W,Xx6-0) 
(X6-1), X(0-1)) 


7 
formülü gereğince maksimum özdeğer hesaplanır. Özdeğerin yakınsama kriteri ise, 


p il) 
— e — | <4€ 


Ar) 


ile kontrol edilir. Bu kriter her iterasyon aşaması için hesap edilmeli ve kriter sağlandığında 
da iterasyon işlemi durdurulmalıdır. 
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Power metodu ile maksimum özdeğerin bulunması işlemini hızlandırmak için teklif 
edilen alternatif algoritmalar mevcut olup, yüksek mertebeden özdeğer problemlerinin 
çözümünde daha az bilgisayar zamanı gerektirmesinden dolayı tercih edilir. 


Yukarıda parantez ile verilen operatör iki vektörün skalar çarpımıdır. Örneğin, boyu 
n olan X ve Y vektörleri X—|x, 22 ... 2,17 ve Y—Jyı ye ... yal” olarak verilmiş olsun. 
Bu durumda, X ve Y vektörlerinin skalar çarpımı, 


(XY) —zıyı 29y k.k nyan 


şeklinde hesaplanır. 


ÖRNEK 1. Aşağıda verilen matrisin maksimum özdeğerini Power metodunu kulla- 
narak bulunuz. 
ı —3 2 
Ç a 1) 
6 3 5 


ÇÖZÜM: YOL-1I: İlk önce maksimum özdeğere denk gelen özvektöre için bir tah- 
minde bulunalım; yalnız bu tahmin vektörü sıfırdan farklı olmalıdır. Tahmin vektörünü 
“lerden oluşan bir vektör olarak (yani, X(©)—(1J7) alırsak, 


ı —3 2 1 0 0 
Ç 4 -) (1)-(53)-fes) AD 14 
Gi ği G5 1 14 il 


bulunur. Yani çarpım sonunda elde edilen vektör, mutlak değerce en büyük elemana 
bölünerek, normalize edilir. Bu en büyük eleman da maksimum özdeğer için tahmin 
değerini verir. Dolayısıyla, özdeğer için ilk tahmin değerimiz 14'tür. Normalize edilmiş 
vektörü kullanarak benzer şekilde ikinci iterasyonda 


hex 3 0 —0.5 —0.076923 
4 4 —1)(/05)—| ı |(-—65( 0153846 |, 2© —65 
Beğ 1 6.5 1 


ve sırasıyla, 

AG) — 5.9230, A“) —6.5974, A“) —7.1200, ..., AC) -7.00159 
elde edilir. Bu iterasyon işlemi özdeğer yakınsayıncaya kadar tekrarlanırsa maksimum 
özdeğerin 7 olduğu görülür. 


YOL-2: Bu algoritma yüksek mertebeden matrislerin maksimum özdeğerinin bulun- 
ması için kullanılır. Benzer şekilde, başlangıç tahmin değeri xOnnj alınırsa, 


W —AX© —(0 7 14” 


bulunur. Buradan (W, X(0)) —21 ve (X'0), X(©))—3 değerlerinden ilk iterasyon için tahmin 
değeri, 
W,xX0) 21 


0). a 
öE (X0,x0) 3 Di 


8.2. POWER METODU 153 


bulunur. Bir sonraki iterasyona geçerken X(0) -W—J0 7 14)” alınarak devam edilir. Yeni 
W vektörü ise, 

W —AX) —(7 14 91f” 
bulunduktan sonra (W, X()) —1372, (X(), X())—-245 değerleride kolayca hesaplanır. 


Dolayısıyla, özdeğer için ikinci tahmin değeri, 


kö W,X0) 1372 . öğ 
(«0 x0) 25 © 


olarak elde edilir. Benzer şekilde, diğer aşamalardaki özdeğer tahminleri, 
AG) — 5.8621, A“) —6.7259, A©) —70714, ..., AC) 700105 


olarak elde edilir. 


Dikkat edilecek olursa, esasen ilk iterasyonda maksimum özdeğer tam değer olarak 
bulunmuştu; fakat bu sonuç tamamen bir rastlantıdan ibarettir. Doğru sonuç olduğunu 
bilmemize imkan olmadığından, işlemi daha baştan durdurmamız yalnış olurdu. Birinci 
ve ikinci yollar ile maksimum özdeğerleri hesaplayan programlar sırasıyla Program 1 ve 
Program 2 ile verilmektedir. 


Program 1. Vektörlerin normalizasyonu ile maksimum özdeğeri hesaplayan program. 


02 REM -- 1.CI YOL ILE MAKSIMUM OZDEGERI BULAN PROGRAM 
04 REM -- 

10 READ N,EPSI 

20 DIM A(N,N) ,X(N),WCN) 

30 FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TO N: READ A(1,J): NEXT J,I 
40 FOR 1-1 TO N: X(1)-1: NEXT I 

50 OZDEG-O 

60 GOSUB 200 

70 OZDEGY-O 

80 FOR 1-1 TO N 

90 IF (ABS(WCI))>0ZDEGY) THEN OZDEGY-ABS (WI) ) 

100 NEXT I 

110 HATA-ABS( (OZDEGY-OZDEG) / OZDEGY ) 

120 IF (HATA<EPSI) THEN 160 

130 OZDEG-OZDEGY 

140 FOR Izi TON: X(I)-W(1) /OZDEGY: NEXT I 

150 GOTO 60 

160 PRINT "MAKSIMUM OZDEGER-" ; OZDEGY 

170 END 

180 DATA 3,0.0001 

190 DATA 1,-3,2,4,4,-1,6,3,5 
200 REM -- MATRIS VE VEKTOR CARPIMINI HESAPLAYAN ALT PROGRAM 
210 FOR 1-1 TON 
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220 
230 
240 
250 
260 
300 
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W CI) <0 
FOR J-i TON 
WCI)WCI)KACI,I)#XC(I) 
NEXT J 
NEXT I 
RETURN 


Pro 


02 
04 
10 
20 
30 
40 
50 
60 


gram 2. Genel Power algoritması ile maksimum özdeğeri hesaplayan program. 


REM -—— 2.CI YOL ILE MAKSIMUM OZDEGERİ BULAN PROGRAM 
REM —— 
READ N,EPSİ 
DIM A(N,N) ,X(N) ,WCN) 
FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TO N: READ A(I,IJ): NEXT J,I 
FOR 1-1 TO N: X(1)-1: NEXT I 
OZDEG-1: K-O0 
GOSUB 200 
PAYDA-O: K-K*1 
FOR 1-1 TO N: PAYDA-PAYDA*X(I)*X(1I): NEXT I 
OZDEGY-PAY/PAYDA 
PRINT K;"CI ITERASYON ICIN OZDEGER TAHMINI—" ; 0ZDEGY 
HATA-ABS( (OZDEGY-OZDEG) / OZDEGY ) 
IF (HATA<EPSI) THEN 160 
OZDEG-OZDEGY 
FOR 1-1 TO N: X(1)-W(1): NEXT I 
GOTO 60 
PRINT:PRINT:PRINT "MAKSIMUM OZDEGER-" ; OZDEGY 
END 
DATA 3,0.0001 
DATA 1,-3,2,4,4,-1,6,3,5 
REM -—— MATRIS VE VEKTOR CARPIMINI HESAPLAYAN ALT PROGRAM 
PAY-O 
FOR 1-1 TO N 

WCI)0 

FOR J-1 TON 

WCI)>WCI)*ACI,I)4XC(I) 

NEXT J 

PAY-PAY*X(I)*WCI) 
NEXT I 
RETURN 


Biz ayrıca Power metodunu en küçük özdeğerin bulunması işleminede uygulayabiliriz. 
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Bunun için Denklem (8.1) ile verilen özdeğer problemini 


1 
Ez A İX (8.22) 


şeklinde yazılır ve Denklem (8.22)'ye Power metodu uygulanırsa Aİ matrisinin maksi- 
mum özdeğerini, yani 1I/M'nın maksimum değerini buluruz. 1/M'nın maksimum olması 
demek A'nın minimum olması anlamına gelir. 


8.3 BENZERLİK VE ORTOGONAL DÖNÜŞÜMLERİ 


Özdeğer ve özvektörlerin bulunmasında kullanılan alt programlar, Benzerlik ve Ortogonal 
Dönüşümler'dir. Bir A kare ve S ise aynı boyutta tekil olmayan kare matrislerini ele 
alalım. O zaman A matrisinin C matrisine benzerlik dönüşümü, 

C—S'İAS (8.23) 
şeklinde olmaktadır. Şimdi de 

AX —)AX (8.24) 


özdeğer problemini ele alalım. Denklem (8.24)'ü S— ile çarparsak, 
S TAX 1S IX (8.25) 


elde edilir. Denklem (8.25)'in sağ tarafındaki SİX terimine Z dersek, X—SZ şeklinde 
yazılabilir. Bu durumda Denklem (8.25), 


(STİAS)Z — AZ 
veya 


CZ —IZ (8.26) 


şekline yeni bir özdeğer problemine dönüştürülür. Burada A matrissel cebir işlemlerden 
etkilenmediği için korunmuştur. Diğer bir değişle, Denklem (8.24) ve (8.26) ile verilen 
özdeğer problemleri aynı özdeğerlere sahiptirler. Buradan şu sonuç çıkartılabilir: Bir ben- 
zerlik dönüşümü özdeğerleri korurken özvektörler korunmaz, değiştirilir. 


Şimdi de S-!<5S7 (yani, S nin ortogonal bir matris) olduğunu varsayalım. O zaman, 
D—O'AG (8.27) 


bir Ortogonal dönüşümdür. Ayrıca OAG” işlemi de bir ortogonal dönüşümdür. Bu özel 
durum hem matrisin simetriklik özelliğini hem de özdeğerleri korur. 


8.4 JACOBİ METODU 


Jacobi metodu bir simetrik matrisin bütün özdeğer ve özvektörlerin bulunması için kul- 
lanılan bir alt programtur. En sık kullanılan alt programlardan biri olan Jacobi metodunda 
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amaç, bir seri ortogonal dönüşümler yardımıyla A matrisini köşegen matrise dönüştürmek- 
tir. Bu durumda A matrisinin köşegen elemanlar özdeğerleri verir. 


Eğer her aşamadaki ortogonal matrisi U ile gösterirsek ve öyle bir matris ararsak ki 
UT” AU dönüşümü A matrisinin p.nci satır ve g.ncu sütunu ve simetriğini sıfır yapsın. 
Eğer bu U matrisi ancak Denklem (8.28) ile verilen formda seçilirse yukarıda bahsedilen 
işlem gerçekleşir. 


Pp d 
1 
Pp c 5 
U— 1 (8.28) 
g —s c 


1 


burada c ve s sabitler olup A matrisinin elemanlarına bağlıdır ve köşegen üstünde yer 
almayan elemanlar sıfırdır. (Upg ve Ugp sırasıyla s ve —s olup yalnız bunlar sıfır değildir; 
Upp VE Ugg ise c değerlerine sahiptirler.) Şimdi U” AU çarpım yapılırsa U matrisi A 
matrisinin sadece p.nci satırı ve g.ncu sütununu etkileyecektir. Dolayısıyla, çarpım işlemi, 


c —S a a c Ss a, a 
AED e 


şekline yazılabilir. Sonuç matrisin elemanlarının: 


App — © App İ 8” Ayy — 2csapg (8.30) 
Ayg — © ag t 8” App $ 2csapg (8.31) 
Apa 2 dap 7 (& vi 5 İda * cs(app — Aaa) (8.32) 


olduklar görülür. Daha sonraki aşama ise c ve s değerlerinin saptanmasıdır. Ortogonal 
dönüşümün karakteri olan UT U—I üzerine dikkatimizi toplarsak, buradan 


2452 —1 


olması gerektiği sonucunu çıkarırız. c ve s'yi çözmek için bir diğer denklemi de Apa — 


0 koşulundan elde ederiz. Fakat burada işlemlerde basitlik sağlamak bakımından 


> 
dap — 


c—sin0 ve s — cosf 


alırsak ve Ü — 0 olacak şekilde 9'y araştırırsak, 


1 
cos 20pg > sin 20(app — &gg) — 0 (8.33) 
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veya 
tan 20 — e (8.34) 
3 (App — dag) 
elde edilir. 
Denklem (8.34)'ten yı bulmaktan ziyade bu açının trigonometrik değerlerini bulmak 
yeterli olacaktır. Sonuç olarak, 


1 
Gi Göğü 5 (8.35) 
—aa 
— sing — — — FP 8.36 
ni 28la) cos 4 Kü) 
burada a — (app — a44)/2 ve 8 — çJağ, * a2 olarak alınmıştır. 


Ortogonal dönüşümünden dolay A matrisinin p.nci satır ve g.ncu sütunda bulunan 
diğer elemanlarının nasıl değiştiğini şöyle verebiliriz. 


p.nci ve g.ncu satır (j # p veya g) 


/ — Mz üasğin di 
Apj — CApj — Sügj 
/ — ö > 
Ag; S SApj * Câgj 


p.nci ve g.ncu sütun (i # p veya g) 


/ 
ip — Cip — Süig 


/ 
Gig > Sdip * CGig 


Özvektörleri bulmak için izlenilen strateji için ise birim matrise (burada birim matrisi 
R ve elemanlarınıda ri; ile gösterirsek) aynı dönüşümün uygulanmasıyla elde edilir. Yani, 


p.nci sütun: Tip — CTip — STig 
g.ncu sütun : Tig — STip * Crig 


A matrisinin diğer bütün elemanlar değişmez ve problem yakınsadığında R matrisi 
özvektörleri sütunlarda saklayan matris olarak karşımıza çıkar. 


Özdeğerleri hesaplama aşamaları ilk önce p ve g, yani sıfırlanacak satır ve sütunun 
(köşegen eleman hariç) seçilmesiyle başlar. O satır ve sütundaki köşegen dış elemanlar 
sıfırlandıktan sonra yeni p ve g seçilerek aynı işlemler tekrarlanır. Her aşamada matrisin 
elemanlar yukarıda verilen ifadeler gereğince değişecektir. Malesef, yeni satır ve sütundaki 
köşegen dış elemanlar sıfırlanırken, daha önce sıfırlanmış elemanlar, değiştirilerek sıfırdan 
farklı değerler alabilir. Bunula beraber, işlem bitice matris, köşegen matrise dönüşmüş 
olacaktır fakat halen köşgen dış elemanlar sıfır olmayıp sıfıra yakın sayılar olabileceklerdir. 
Bu nedenle, köşegen dış elemanlar sıfıra yakın küçük sayılar olarak tutmak için etkili bir 
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şekilde uygulanan metoda Threshold Metodu denir. Bu metod ile köşegen dış elemanların 
kareleri toplam hesaplanır. Yani, 


Daha sonra, 


hesaplanır ki buna Threshold Değeri denir. 


Köşegen dış elemanların matrisi bir tarayışta bu değerden büyük veya eşit olanlar yok 
edilir. Daha sonra yeni bir Threshold değeri u> — pı /n ifadesinden hesaplanır ve matris 
tekrar taranır. Bu işlem ja; < ep, oluncaya kadar gerektiği sayıda tekrarlanır. Bu işlemde 
sonunda köşegen dış elemanların karelerinin toplamının &w'den küçük olması sağlanır. 
Burada e teğeri tipik olarak 10“ veya daha küçük seçilir. 


ÖRNEK 2. Aşağıda verilen sisteminin özdeğerlerini Jacobi metodu yardımıyla bu- 
lunuz. 


o 2 3 XI TL1 
2 8 1 X9 —A 19 
3 1 7 23 13 


ÇÖZÜM: Bu problemi çözmek için bu kısımda verilen alt program kullanarak bir 
BASIC ana program yazarsak, program aşağıdaki şekilde hazırlanabilir. 


Sonuç olarak, özdeğerlerin 2.618, 6.691612, ve 10.6956 oldukları görülür. Burada ara 
işlemler yapılmamasına rağmen öğrencinin ara işlemleri elle yapması (metodu daha iyi 
anlamak için) teşvik edilmektedir. 


Program 3. Jacobi metodu ile özdeğer ve özvektörleri hesaplayan BASIC alt pro- 
gramı. 


100 REM -- JACOBI METODU ILE OZDEGER VE OZVEKTORLERIN HESABINI 
110 REM -- YAPAN ALT PROĞRAM DIR. 

120 REM -—- A - NXNSLIK OZDEGER VE OZVEKTORU ARZU EDİLEN MATRIS 
130 REM -——- R — OZVEKTOR MATRISI 

140 REM -—- RETURN?DEN SONRA A MATRISININ KOSEGENLERİ 

150 REM -—- OZDEGERLERİ ICERMEKTEDİR. 

160 REM 

200 DIM R(N,N) ,B(N) ,E(N) ,D(N) 

210 V0-0 

220 FOR Izi TON 

230 FOR J-1 TON 

240 IF (1-7) THEN 260 


250 VO-VOHA(I,1)72 
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260 NEXT J 

270 NEXT TI 

280 U-SOR(VO) /N 

290 UFZEPSİ#U 

300 FOR 1-1 TON 

320 R(I,1)-1 

330 NEXT I 

340 FOR L-i TO N-1 
350 FOR MeLti TON 
360 IF (ABSC(A(L,M))<U) THEN 610 
370 P2L : GM 

380 FOR Izi TON 


390 B(I)-A(P,1) 
400 D(I)-ACI,P) 
404 ECI)-RCI,P) 
408 NEXT 


410 F-A(P,P) 

420 (OALFA-O.5*(A(P,P)-A(0,0)) 

430 (O BETA-SOR(A(P,0)“24ALFA”2) 

440 oOC-SOR(0.5t0.5*ABS(ALFA) /BETA) 

450 oS--0.5*ALFA*A(P,0) /(BETA*C*ABS(ALFA) ) 
460 FOR J-1 TON 


470 IF (JzP) THEN 530 

480 IF (720) THEN 530 

490 A(P,I)—C*#A(P,I)-S*A(0,1) 
500 A(G,I)-S*B(J)*C*A(O,I) 
510 A(I,P)—C*#A(JI,P)-S*A(J,0) 
520 ACI ,0)>S4D(IJ)*C#A(JI,0) 
530 R(J,P)ZCARK(I,P)-SAR(I,0) 
540 R(JI,0)>S4#E(J)4C#R(JI,0) 
570 NEXT J 


580  A(P,P)-C724A(P,P)4S72*A(0,0)-24C4SXA(P,0) 
590  A(O,0)-S724FHC7“2*A(0,0) *24C#SX#A(P,G) 

600  A(P,0)-0: A(G,P)-0 

610 NEXTM 

620 NEXT L 

670 IF (U<-UF) THEN 700 

680 U-U/N 

690 GOTO 340 

700 RETURN 


160 BÖLÜM 8. ÖZDEĞER VE ÖZVEKTÖRLER 


Program 4. Örnek 2 için verilen BASIC ana programı. 


10 READ N,EPSI 
15 DIM A(N,N) 

20 FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TO N: READ A(I,J): NEXT J,I 

25 GOSUB 100 

30 CLS : PRINT "OZDEGERLER" 

35 FOR 1-1 TO N: PRINT A(I,I); : NEXT I: PRINT : PRINT 

40 PRINT "OZVEKTORLER MATRISI" 
ARIN AR e ai la ml en elayin ine Ke ": PRINT 
45 FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TON: 

48 PRINT TAB((J-1)*15*11);R(I,J); 

49 NEXT J: PRINT : NEXT I 

50 END 

60 DATA 3,1.0E-6 

70 DATA 5,2,3,2,8,1,3,1,7 


8.5 AX—ABX PROBLEMİNİN CX—)AX PROBLEMİNE İN- 
DİRGENMESİ 


Bir çok özdeğer probleminin çözümünde problem standart AX—AX özdeğer problemi 
şeklinde karşımıza çıkmaz. Problem daha ziyade, 


AX — ABX (8.37) 


şeklinde karşımıza çıkar. Burada A ve B aynı boyutta olan simetrik matrislerdir. B matrisi 
de genellikle köşegen matristir. Bu problemi çözmek için standart özdeğer problemine 
dönüştürmemiz gereklidir. Denklem (8.37)'den hareketle ilk bakışta, 


B'AX—AX (8.38) 


veya CX — AX yazmamız mümkündür. Fakat B-'A matrisi A ve B nin simetrik olmalar 
durumunda bile simetrik olmayacaktır. C matrisinin simetrik olması arzu edildiğinden 
değişik bir yol izleme gereği vardır. Bunun için B matrisi eğer Pozitif Belirli bir matris 
ise, B matrisi bir alt üçgensel matris ile aynı alt üçgensel matrisin transpozunun çarpım 
şeklinde yazılabilir; yani, 

B— LL (8.39) 
Pozitif belirli matrisin birkaç tanım yapılabilir olmasına rağmen, biz burada bir pozitif be- 
lirli matrisin bütün özdeğerlerinin pozitif olması gerektiğini söylemekle yetineceğiz. Bunu 
tesbit etmek için matrisin köşegeni üstündeki elemanların pozitif olmalar gerekir. 


Şimdi Denklem (8.39) şeklinde parçalanan B matrisi yardımıyla Denklem (8.37)'yi 
LL! ile çarparsak, 


LİAX— AL İBX -AL (LL')X SALIX (8.40) 
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elde ederiz. Ayrıca (L-1)7 — (17)! özelliğini hatırlatıp (L-1)7 matrisini L-7 olarak 
gösterirsek, 

LJAX—1 İA(L İLİ) (8.41) 
şekilinde yazılır; çünkü L-”L7 —I dır. Denklem (8.41) ile Denklem (8.40) birleştirilirse, 


(LAL İYLİX) —AL'X (8.42) 
elde edilir. Dikkat edilecek olursa L-'AL-7 matrisinin orijinal problem ile aynı özdeğer- 
lere sahip ve simetrik bir matris olduğu görülecektir. Z—L7'X tanımlarsak, 

CZ —AZ 
problemini arzu edilen form da elde etmiş oluruz. Özvektörler de 

X—L İZ (8.43) 
ifadesinden hesaplanırlar. 


Bu kısımda bahsedilen L matrisinin bulunması için uygulanan yönteme Choleski Par- 
çalama veya Choleski Çarpanına Ayırma yöntemi adı verilir. Eğer B ve L matrislerinin 
elemanlarını sırasıyla bj; ve li; olarak alırsak, Choleski parçalama işlemi aşağıdaki şekilde 
yapılır. Diğer bir değişle, algoritma şu şekilde verilebilir: 


1. A ve B matrislerinin elemanları temin et. 
2. Öncel; — Vb ifadesinden hesapla. 
3. i—2(1)we kadar /-6 aşamalarını tekrarla. 
4.jZ1()(6—1)'e kadar liğ'ler hesapla: 


j-1 
iğ — (bi; — Y bike 
k—I 
5. Köşegen elemanlar /;#'ler hesapla: ij — (by — Xi 2). 


6. Üst üçgensel elemanlar /;-,; > 0, j —i(l)n sıfırla. 


Ayrıca L matrisinin tersine de ihtiyacımız olduğundan, matrisin doğrudan tersini veren 
bir başka algoritma şu şekilde veriliyor. 


1. Iyi, — 1 ifadesinden 177 — 1/1ı1'i hesapla. 
2. i—2(1)we kadar 3-/ aşamalar tekrarla. 
m Mİ 

4. Bu aşamayı j — (4— 1)(—1) Ve kadar 


ii ——X leşi 
k*-1 


formülü gereğince ters matrisin diğer elemanlar hesapla. (Burada L—! matrisinin elemanlar 
iç” şeklinde gösterilmektedir. ) 
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Program 5. Choleski parçalama, L matrisinin tersini hesaplama ve C matrisini 
oluşturma aşamalarını yapan BASIC alt programı. 


100 REM -— CHOLESKI PARCALAMA METODU ILE (B| MATRISINI 

110 REM -- (LIIL)|(Ctrans) SEKLİNDE PARCALAMA VE |LJ MATRISININ 
120 REM -- TERSINI HESAPLAYIP |(C) MATRISINI KURAN PROGRAM. 
130 REM —- 

135 DIM L(N,N) ,LI.(N,N) 

140 L(1,1)-S0R(B(1,1)) 

150 FOR 1-2 TON 


160 FOR J-1 TO (1-1) 

170 TOPL-O 

180 FOR K-1 TO (J-1) 

190 TOPL-TOPL*L(I,K)*L(J,K) 
200 NEXT K 

210 L(I,J)>(B(I,J)-TOPL)/L(J,J) 
220 NEXT J 

230 TOPL-O 

240 FOR K-1 TO (1-1) 

250 TOPL—TOPL*L(I,K)72 

260 NEXT K 

270 L(I,1)SGR(B(I,J)-TOPL) 

280 FOR JzI TON 

290 L(1-1,3J)>0 

300 NEXT J 

310 NEXT I 


320 REM -- |L) MATRISININ TERSINI BULMA ISLEMI |LL|J>(L1J7(-1) 
330 LL(1,1)-1/L(1,1) 
340 FOR 1-2 TON 


350 LEÇE,1)s1/L(I,1) 

360 FOR J-(1-1) TO 1 STEP (-1) 

370 TOPL-O 

380 FOR K-(Jt1) TO 1 

390 TOPL-TOPL*#LL(I,K)*L(K,J) 
400 NEXT K 

410 LL(I,J)--TOPL/L(J,J) 

420 NEXT J 

430 NEXT I 


440 REM -— (Cİ MATRISINI HAZIRLAMA ISLEMI 

450 GOSUB 600 

465 REM -(LJ TERS MATRISININ TRANSPOZUNU (Al 'YA VE (C)J?YI (LI ?YE ATA. 
470 FOR I-1 TON 

480 FOR J-1 TON 

490 A(I,J)-0: ACI,I)-LL(J,1) 
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500 NEXT J,I 

510 FOR Izi TON 

520 FOR J-i TON 

530 LL(I,J)-C6(1I,J) 

540 NEXT J,I 

550 GOSUB 600 

560 REM -- |(C| MATRISI OLUSTURULDU. |(Cİz(LLJ (AJ (ELIT 
570 RETURN 

600 REM -— MATRIS CARPMA ISLEMI YAPAN ALT PROGRAM 
610 REM -- 

620 FOR I-i TON 

630 FOR J-i TON 


640 C(I,J)-0 

650 FOR Kzi TON 

660 C(I,I)-C(I,I)*LL(I,K)*A(K,I) 
670 NEXT K 

690 NEXT J,I 

700 RETURN 


ÖRNEK 3. Aşağıda verilen özdeğer problemini Choleski parçalama metodunu uy- 
gulayarak standart özdeğer problemine dönüştürün ve özdeğerler ile özvektörleri bulunuz. 


7 4 3 Tı 8 1 83 Lı 
4 8 2 x | zAlIı 6 2 12 
3 2 6 23 3d 4 23 


ÇÖZÜM: İlk önce B matrisini Choleski metodu ile parçalayalım. Choleski parçalama 
metodu için verilen algoritmayı takip edersek, 


hı — Vb v8 —2.828427 


0) 


Iı — (ba — Yaşlar) laa — ban fly — 12.828427 — 0.3535534 
k—1I 
1 
laa — ba YO — yl ban İğ — 6 — (03535534) — 2423840 
k—1I 


0 
Iı — (ba — Y. İğelar) — bga laa — 3/2.B28427 — 1.060660 


k—1 
1 
İ33 — (b3— Y  İskler)/l>2 > (bo — İziler)/le> 
k—1 
— (4 (1.060660)(0.3535534)) /2.423840 — 1.495561 
2 
e ey e 
k—1 
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— ya — (1.06066)2 — (1.495561)2 — 0.7989374 
bulunur. Böylece, alt üçgensel matris oluşturulmuş olur. L matrisi, 
2.828427 0 0) 
L— | 0.3535534 2423840 0 
1.060660  1.495561 0.7989374 


olarak yazılabilir. Şimdi de L-! matrisini direkt olarak bu kez de matris tersini bulmak 
için verilen algoritmayı kullanarak hesaplayacak olursak, 


1 1 


Gi — 5. — 0.3535534 
Di hı 02.828427 
1 1 
ii — — — ———— — 04125684 
la o 2.423840 
İ —Iiiy — —(0.4125684)(0.3535534) 
İŞ, e YY ye — —0.051571 
2 İni 2. 2k kl İN 92.828427 
izi — Viz — 1/0.7989374 — 1.251663 
e —Izip9 — —(1.251663)(1.495561) 
m e iy — —0.7723027 
32 Wi 2 3k “2 5 2.493840 
> a Sİ İş5 
IÇ ie IÇLI —— 32 33 
31 li 2. 3k *kl İN 
—(<0.7723027)(0.3535534) — (1.251663) (1.060660) 
> —-0870 
2.828427 e 
Buradan da, 
0.3535534 0 0 
L !—| —0.051571 O 0.4125684 0 
—0.3728357  —0.7723027 1.251663 


C matrisi, 


0.874995 O 0.4558279  —0.6873331 
C—L AL İ—| 0.4558280 o 1.210105 —2.031250 
—0.6873331 —2.031250 (o 10.78151 


olarak bulunur. Artık C matrisi simetrik olduğundan normal Jacobi metodu uygula- 
narak CZ—AZ sisteminin özdeğerlerinin A,—11.2511, Aş — 1.116762, ve Ag —0.4987417, 
ve özvektörlerin de, 


—0.0735353 0.7174467 —0.6927215 
Zı — | —0.2009482 |, Z>5—)| 0.6696962 |), Z3—| 0.7149313 
0.9768379 0.1917738 0.0949232 


olduklar gösterilebilir. Yalnız problemde verilen sistemin özvektörlerini bulmak için X; — 
LZ; çarpımının yapılması gerekir. 
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Program 6. C matrisini hesaplamak için hazırlanan BASIC program örneği. 


10 READ N 

20 DIM A(N,N) ,C(N,N) ,B(N,N) 

30 FOR 1-1 TO N: FOR J:1 TO N: READ A(1,J): NEXT J,I 
40 FOR I-1 TON: FOR J-i TO N: READ B(1I,J): NEXT J,I 
50 GOSUB 100 

60 FOR Izi TO N: FOR Jzi TON 

62 PRINT TAB((J-1)*15*1);C(1I,J); 

64 NEXT J,I 

70 END 

75 DATA 3 

80 DATA 7,4,3,4,8,2,3,2,6,8,1,3,1,6,4,3,4,4 
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Jacobi metodunda köşegen olmayan elemanlarının sıfırlandığı ve tekrarlı aşamalarda daha 
önce sıfırlanan elemanların sıfırdan farklı değerler aldığından bahsetmiştik. Şimdi bah- 
sedeceğimiz metod ile matris, üç köşegenli matrise dönüştürülecek ve dönüşüm işlemi 
yapılırken sıfırlanan elemanlar sıfır olarak kalması sağlanacaktır. 


Metodu açıklamak için öncelikle 4 x (lik bir sistem ele alalım. 


Alı 12 Gâ13 Ol4 
a a a a 
A — 21 22 23 24 (8.44) 
a3ı 032 033 d34 
da4ı OG42> d43 da4 


Şimdi öyle bir ortogonal matris T, oluşturmak istiyoruz ki 


/ / 

dı1 419 0 0 

/ / / / 
T  |d3 4d 453 A 

TAT, — 0 > 2 7 (8.45) 

032 033 34 

/ / / 
0 ay Az Ay 


şeklinde yeni bir matris elde edelim. Bu 'T, matrisinin genel formu 


Tı — (8.46) 
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şeklinde olup P 3 x lük bir simetrik ortogonal matristir. Genel formu verilen bu matris 
çarpma işleminde denenecek olursa Denklem (8.45)'i sağladığı görülecektir. T,A çarpımın 
göz önüne aldığımızda çarpım matrisinin 


a2 azı 
P da31 — 0) (8.47) 
d41 0 
olması (sıfırlama için gerekli olduğundan dolayı) gerekir. Burada 
a3 > yağ, kad, kal, —S (8.48) 
21 21 31 41 


tanımlanırsa uygun P matrisinin elemanları, 


P—I—-— <— (8.49) 


ifadesinden bulunurlar. Burada U vektörü 


a91 E S 
U— a31 (8.50) 
dal 


olarak tanımlanmıştır. Denklem (8.49) ve (8.50)'de kullanılan * işareti içeren terimlerde 
o terimi maksimum yapan işaret kullanılır. 


Bir sonraki aşama ikinci satır ve sütünda sıfırlama işlemi yapmaktır. Bu da yine 
ortogonal matrisin oluşturulmasıyla gerçekleştirilir. Bu ortogonal matrise de T> dersek, 
matris 


Mg (8.51) 


O X©O KR 
SCOoOrREO 
ig 


şeklinde olmalıdır. Bu P alt matris te aynı şekilde oluşturulur; yalnız, matrisin boyutu 
küçülmüştür. Daha yüksek mertebeden matrisler de işlemler üç köşegenli matris oluşuna 
kadar devam ettirilir. 


Bu metod için verilen algoritma: 

1. A matrisini temin et. 

2. k—1I(1)(n— 2)'ye kadar 3-11 aşamaları tekrarla. 
8. m—k-1 aldıktan sonra b ifadesi hesapla. 


n 
b — > Ali; 
izm 


4. (8.)ncü aşamada hesaplanan b'den hareketle 5 — Vb hesapla. 
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5. Eğer lamk * Sİ > Jamk — S)| ise, 


Um Züamk kS ve d—524a,p5 
değil ise, 
Um ZAmk—S ve d—5Sİ—-aypS 
şeklinde U vektörünün ilk eleman hesapla. 
6. Vektörün diğer elemanlar (4 — (m - 1)(1)w'e kadar) w; — aj, ifadesinden hesapla. 
7. Ortogonal T matrisini oluşturmak için / — m(1)n'e kadar iyı — tı; — O al. 


8. İş, — 1 yapıldıktan sonra P matrisini hazırla. Bu işlem dei — m(1)(n) ve 
J — m(1)m'e kadar 9.ncu aşamanın tekrarlanırlanması ile gerçekleştirilir. 


9. F&eri—jisee— 1 değilisee—0O alınıp P matrisi, 'T matrisinin içindeki herhangi 


bir 5, j için elemanlar 
UğUğ 


d 


tij —e— 


formülünden hesapla. 
10. 'T matrisi hazırlanmış olup 'TA çarpım matrisini geçici olarak C gibi bir matriste 
sakla. 
C— TA 
11. Son olarak CT çarpım yapılarak TAT matrisi hazırla. 
12. Eğer k<n—2ise, o zaman 2.nci aşamaya gidilerek aşamalar tekrarla. 


Householder metodu bir ara işlem olup, üç köşegenli sonuç matristen özdeğerlerin 
hesabı için ayrıca başka bir metot gerekir. 


ÖRNEK 4. Verilen matrisi Householder metodu ile üç köşgenli matrise dönüştürün. 


po 4 2 3 
48 3 2 
e 2.3 10 1 
3 2 1 13 


ÇÖZÜM: P matrisini oluşturmak için 5'in değerini bilmemiz gerekir. 


S— yağ, sağ, ta), -v42422 432 — 5.385165 


Şimdi de U vektörünü oluşturalım. 


4 X5.385165 9.385165 
3 3 


P matrisini oluşturmak için UU7 matrisini kurmak gerekir. O halde, 
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9.385165 
UU? — 2 (9.385165 2 3) 
3 
88.08131 18.77033 28.15549 
— | 18.77033 4 6 
28.15549 6 9 
Oysa P matrisi, 
iş 
> 200 Mk li 
S2 a5 


m — k 41 ile verilmektedir. Bu ifade de yer alan S2 4 a51ı5 miktarın hesapladıktan 
sonra (S2  a31S5 — 29 -- 4/5.385165) — 50.54066), böylece P matrisi, 


1 0 0 1 88.08131 18.770383 28.155449 
Pp. .— 1 — ——— | 18. 4 
0 0 5054066 8.77033 6 


0 0 1 28.15549 6 9 
—0.7427812 —0.3713907 o —0.557086 

| —0.3713907 o 0.9208558 mans) 
—0.557086 o—0.1187167 o 0.8219255 


olarak bulunur. Artık Tj AT, matrisini hesaplamaya hazırız. Çarpma işlemleri yapıldıktan 
sonra, 


5 —5.3851 0 0 
m,AT, < | 58851 1355172  —1.870261 —2.155458 
zi 0 —1.870261 (o 7.672155 (o —1.820511 
0 —2.155458 —1.820511  9.776121 


matrisi elde edilir. Daha sonra 2 x 2 lik P matrisini kurmak için işlemler tekrarlanır. $ 
ve S2 — a33S miktarlarının değerleri sırasıyla 2.853748 ve 13.48114 tür. U vektörü ise, 


—4.72401 
iz e) 


olmakta ve sonuç olarak ikinci mertebeden P matrisi benzer şekilde Denklem (8.49) 


aracılığıyla, 
Pp- —0.65537  —0.755308 
© | —0.755308 O 0.65537 


olarak bulunmaktadır. Son olarak ToAT> matris çarpım gerçekleştirilirse arzu edilen üç 
köşegenli matris bulunur. 


b) —5.3801 0 0 
—5.38501 13.55172  2.853748 0 

0 2.853748 o 7.672155 o—1.298133 

0 0 —1.296133 o 9.776121 


TAT, — 
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8.7 OL ALGORİTMASI 


OL algoritması Householder metodunun ürünü olan simetrik üç köşegenli matrisin özde- 
gerlerinin hesaplanmasında kullanılan bir alt programtur. Matris bir ortogonal, O, matrisi 
ile bir alt üçgensel, L, matrisine parçalanması esasına dayanır. Yani, 


Aş — OL, (8.52) 


Burada A, orijinal matris iken daha yüksek indisli matris notasyonlar orijinal matrisin 
değiştirilmiş hallerini ifade etmektedir. Bu parçalama işlemi: 


A>-Lı0, - O0J'A0, - OTA0, (8.53) 


şeklinde gerçekleşir. Bu işlem ile A matrisinin öz değerleri korunmaktadır. Uygulanan 
algoritma da matrisler 


Aj—n;1 — OjL; (8.54) 


Ajşı < LG (8.55) 


şeklinde değiştirilirler. Burada A; matrisi üç köşegenli bir matris olup, Denklem (8.56) 
ile verilen form'da olmalıdır. 


di) e) 
el) d3)) e) 
Aj- m e (8.56) 
gl di) ei 
Ed 


Simetriden dolay matrisin sadece e; ve d; değerlerine ihtiyaç vardır. Bunu da belirt- 
tikten sonra OL algoritması: 


1. e, d vektörleri ile e yakınsama kriteri temin et. 
2. en—0 ve f —Dal. 
3. 1—1(1)m'e kadar aşağıdaki aşamaları tekrarla. 


4. hz elldı|--Jey)) hesaplandıktan sonra eğer h > b ise b — h al; değil ise, b nin değeri 
değiştirilmez. 


5. m — I(I)n döngüsü içinde Je,,| < b önermesini araştır. Eğer ifade sağlanıyorsa 
k—mal. 


6. Eğer k —1 ise işlem 7/5.nci aşamaya gönder. 

7. p— (dışı —dı)/(2e) ve r— Yp? X1 değerleri hesapla. 
8. Eğer p <0 isep——p alınarak, p pozitif yap. 
9.n—dı-4 e|p—r) formülünden rp hesapla. 

10. i —İ(I)n döngüsü içinde d; — d; — n değerleri hesapla. 
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1. f—finmz—k p—d,, c— 1, s — 0 değerlerini başlangıç olarak alıp 
i—(m— 1)(<IN döngüsü içinde /2.nci aşamada verilen formüller hesapla. 


12. Sırasıyla hesaplanacak değerler: 


€j41 ST 
Gİ 
Seyir 
p — cdi — sg 
dişı <h-4 s(cg $ sdi) 


13. En son e; ve d;, değerleri ise e; — sp ve dı — cp ifadelerinden hesapla. 
14. Fğerleş| > b ise işlem 7.nci aşamaya gönder. 
15. p—dı- f hesapla. 


16. dı — p alındıktan sonra eğer | < n ise işlem İ — n oluncaya kadar 3-15 arasında 
döndür. 


Householde metodu ile OL algoritmasının beraber kullanılması gerektiğinden her iki 
metodu içeren BASIC alt program Program 7 ile verilmektedir. 


Eğer özdeğerleri arzu edilen matris üç köşegenli bir simetrik matris ise, o zaman 
Householder metoduna gerek yoktur ve dogrudan OL algoritması uygulanarak matrisin 
özdeğerleri bulunabilir. Ve bir çok mühendislik problemlerinde ortaya çıkan karakteristik 
değer problemleri de üç köşegenli matrislerden oluşan özdeğer problemleridir. 


Simetri durumu ise karakteristik değer probleminde sınır şartlarına bağlıdır. Sınır 
şartlarında problemin çözümü biliniyor ise (fonksiyon değerlerinin sınırda bilinmesi hali), o 
zaman sonuçlanan üç köşegenli matris simetrik olur. Bu problemlerin çözümü de genellikle 
Denklem (8.58) ile elde edilebilir. Karışık sınır şartı durumunda matris simetrik değildir. 


Program 7. Householder metodu ve OL algoritmasını içeren BASIC alt programları. 


100 REM -- HOUSEHOLDER METODU ILE (AJ MATRISININ UC KOSEGENLİ 
110 REM -- (AJ MATRISINE DONUSTURULMESI ISLEMINI YAPAN 

120 REM -- ALT PROGRAMDIR. 

130 REM -- ALT PROGRAMA GIRIS TE (AJ MATRISI N.CI MERTEBEDEN 
140 REM -- BIR MATRIS IKEN CIKISTA UC KOSEGENLI SIMETRIK BIR 
150 REM -- MATRISTIR. |C) MATRISI CARPIMDA KULLANILAN GECICI 
160 REM -- AYNI BOYUTTA BIR MATRISTIR. 

170 REM -- 

190 DIM C(N,N) ,U(N) 
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200 FOR Ki TO N-2 
210 M-Kt1 

220 B-0 

230 FOR I>MTON 

240 B-B*A(I,K)72 
2560 NEXTİ 

260 S-SOR(B) 

270 P1-ABS(A(M,K)4S) 
280 P2-ABS(A(M,K)-S) 
290 IF (P1>-P2) THEN 330 
300 U(M)-A(M,K)-S 
310 D-S*S-A(M,K)*S 
320 GOTO 350 

330 U(M)-A(M,K)1S 
340 D-S*StA(M,K)*S 
350 FOR I-(M*t1) TON 
360 UCI) -ACI,K) 
370 NEXTİ 

380 FOR L>MTON 

390 T(K,L)-0 : T(L,K)-0 
400 NEXT L 

410 T(K,K)-1 

420 FOR I>MTON 


430 FOR J2M TON 

435 TCI,J)50 

440 IF (1-J) THEN E-1 ELSE E-0 
450 TCI,I)-E-UCI)*#U(J)/D 

460 NEXT J 

470 NEXTİ 

480 FOR Izi TON 

490 FOR Jzi TON 

500 C(I,J)-0 

510 FOR LL-1i TO N 

520 C(I,J)2C(I,J)*T(I,LL)xA(LL,I) 
530 NEXT LL 

540 NEXT J 

550 NEXT 

560 FOR I-1 TON 

570 FOR Jzi TON 

580 A(I,J)-0 

590 FOR LL-1i TO N 

600 ACI,I)-A(1,I)4*C(I,LL)*T(LL,J) 
610 NEXT LL 

620 NEXT J 


630 NEXT Iİ 
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640 NEXT K 
650 RETURN 
700 REM -- (GL MTODU ILE OZDEGERIN HESABINI YAPAN ALT PROGRAMDIR 
720 REM -- ALT PROGRAMA GIRISTE İD) UC KOSEGENLI MATRISIN KOSEGEN 
730 REM -- USTUNDEKI ELEMANLARI CIKISTA ISE UC KOSEGENLI MATRISIN 
740 REM -- OZDEGERLERINI TASIMAKTADIR. (E) VEKTORU ISE KOSEGENIN 
750 REM -- ALT VEYA UST KOSEGEN ELEMANLARI OLMAKTADIR. 
760 REM -- 
770 REM -- DIM D(N),E(N)- BU DEYIM'I ANA PROGRAMA KOYUNUZ 
800 REM -- 
810 B-0 
820 E(N)-0 
830 F-0 
840 FOR L-1 TO N 
850 H-EPSIX(ABS(D(L) )*ABS(EC(L))) 
860 IF (B<H) THEN B-H 
870 FOR M-L TO N 
880 IF (ABS(E(M))<-B) THEN K-M 
890 NEXT M 
900 IF (K-L) THEN 1130 
910 P-0.5X(D(L*1)-D(L))/ECL) 
920 R-SOR(P#P*1) 
930 IF (P<0) THEN P--P 
940 ETA-D(L)*#E(L)*(P-R) 
950 FOR I-L TO N 
960 D(1)-D(1)-ETA 
970 NEXT I 
980 FZF*#ETA 
990 M-K : P-D(M) : C-1 : S-0 
1000 FOR I-(M-1) TO L STEP (-1) 
1010 R-SOR.(P*P*E(1) 72) 
1020 G-C*E(T) 
1030 H-CAP 
1040 E(141)-S4R 
1050 C-P/R 
1060 S-E(1I) /R 
1070 P-C*D(1) -S*G 
1080 D(141)-H4S*(C*GtS*D(1)) 
1090 NEXT I 
1100 E(L)>S*#P: D(L)-C#P 
1110 IF (ABS(E(L))>B) THEN 910 
1120 P-D(L)4F: D(L)-P 
1130 NEXT L 


1140 RETURN 
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ÖRNEK 5. Aşağıdaki şekilde verilen matrisi Householder metodu ile üç köşegenli 
matrise dönüştürdükten sonra OL algoritmasını kullanarak özdeğerleri bir BASIC program 
yardımıyla bulunuz. 


u 2 3 1 4 2 
2. 8 pe > 
3 8 lb 4 3 2 
ı 5 4 2 4 3 
4 2 3 4 IX 5 
2 Il 2 3 5 8 


ÇÖZÜM: Hem Householder metodu hemde ÇL algoritması için BASIC alt programları 
Program 7 de verildiklerine göre, bu alt programları kullanan bir ana programın yazılması 
yeterli olacaktır. Olası bir ana program Program 8 ile verilmektedir. 


Programın çalıştırılması sonunda dönüştürülmüş matris: 


11 —5.880952 0 0 0 0 
—5.880952 24 20.082117 0 0 0 

0 02.582117 8.823442 2.950457 0 0 

0 0 2.950457  9.30645 —2.17529 0 

0 0 0 —2.17529 11.62886 2.304696 

0 0 0 0 2.304696 o 6.917714 


Bu matrisin özdeğerleri de Ay — 4.463625, Aş — 5.988849, Ag — 8.711944, Ay — 10.97672, 
Az — 13.86751, ve Ag — 27.99134 olarak bulunur. 


Program 8. Örnek 5 için hazırlanan BASIC ana program örneği. 


10 READ N,EPSI 

15 DIM A(N,N),EC(N) ,D(N) 

20 FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TO N: READ A(I,J): NEXT J,I: CLS 
25 GOSUB 100 

30 PRINT TAB(5);" HOUSEHOLDER MATRISI " 

35 PRINT: FOR 1-1 TO N: FOR Ji TON 

38 IF( ABS(A(1,J))<1.E-4) THEN A(I,J)-0 

40 PRINT TAB((J-1)x12*41);A(1,I3); 

45 NEXT J: PRINT : NEXT 

50 FOR 1-1 TO N: D(1I)-A(I,1): NEXT 

55 FOR 1-1 TO N-1: E(1I)-A(1,141): NEXT İI 

60 GOSUB 700 

65 PRINT: PRINT: PRINT TAB(5) ; "OZDEGERLER": PRINT 
70 FOR 1-1 TO N: PRINT TAB(9);D(I) : NEXT TI 

75 END 

80 DATA 6,1.E-5 

85 DATA 11,2,3,1,4,2,2,9,3,5,2,1,3,3,15,4,3,2 

90 DATA 1,5,4,12,4,3,4,2,3,4,17,5,2,1,2,3,5,8 
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8.8 KARAKTERİSTİK POLİNOMUN BULUNMASI 


Şu ana kadar simetrik matrislerin özdeğerlerinin karakteristik polinoma gerek kalmadan 
bulunmasını içeren yöntemleri inceledik. Fakat, eğer özdeğer probleminde matris simetrik 
değilse, o zaman ne olur? Bu bölümde bahsedilen metodların hiç biri simetrik olmayan 
özdeğer problemlerine doğrudan uygulanamazlar. Simetrik olmayan problemler için de 
metodlar geliştirilmiş olunmasına rağmen, biz bu metodlara bu bölüm de değinmeyeceğiz. 
Fakat nispeten düşük mertebeden matrislerden oluşan özdeğer problemlerinin karakteris- 
tik polinomunun katsayılarının hesabında kullanılan bir metoda değineceğiz. Leverrier- 
Faddeev olarak anılan bu metod hem simetrik hem de simetrik olmayan fakat AX-AX 
şeklinde verilen bütün özdeğer problemlerine uygulanabilir. Bu metodun bir başka avantajı 
da özdeğerlerin kompleks sayı olmaları halinde bile karakteristik polinom bilindiğinden, 
karakteristik polinomun yardımıyla, kompleks özdeğerlerin de saptanabilmesidir. 


n.nci mertebeden bir matrisin karakteristik denklemi 


AVEPRAY EN e PN Pi, s0 (8.57) 


şeklinde olsun. Bu durumda P;lerin saptanmasında kullanılan algoritma aşağıdaki şekilde 
verilmektedir. 


1. A matrisi temini et. 
2. Aj—A ve A,—A şeklinde iki yeni matris oluştur. 
3. 1 1(1)n döngüsü içinde 4-7 aşamalar tekrarla. 
4. Aşağıdaki formül gereğince karakteristik polinomun /.nci katsayısı hesapla. 

1. 

P,- 7 > öss 
izl 
burada (4j;),, Ap matrisinin köşegen üstündeki elemanların ifade etmektedir. 

5. Ap matrisi A, — A, — PJI şeklinde yeniden düzenle. 
6. Yeni, A,, matrisini A, — AA,'den hesapla. 
7. A, matrisi, A, matrisine atandıktan sonra (A, — A, ) işlem 3.ncü aşamaya gönder. 
8. Katsayılar bulunduktan sonra işaretlerini değiştir (4 — 1(1)mw'e kadar P, ——P; al). 


Bu algoritma nispeten düşük dereceli matrislerin özdeğerlerinin hesaplanmasında kul- 
lanılabilir. Yüksek dereceli matrisler için fazla işlem gerektireceğinden ve polinomun kat- 
sayılar ile köklerini hesaplarken yuvarlama hatalarının fazlalaşması ihtimalinden dolay 
tercih edilmemelidir. Fakat, üç köşegenli matrisler için sıfırlarla işlem yapmayacak şekilde 
hazırlanan bir programın faydası olabilir. 


Burada verilen algoritma esas alınarak ve daha önce polinomun köklerinin hesaplan- 
ması için verilen Bâairstow metoduna ait alt programıda birleştirerek hem karakteristik 
polinomu bulan hem de polinomun köklerini hesaplayan bir BASIC alt programı, Pro- 
gram 9 ile verilmektedir. 
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Program 9. Karakteristik polinomunun katsayıların hesaplayıp, polinomun özdeğer- 
lerini Bairstow metodu ile bulan BASIC alt programları. 


100 REM -- N.CI MERTEBEDEN BIR MATRISIN KARAKTERİSTİK 
110 REM -- POLINOMUNUN KATSAYILARINI HESAPLAYAN 

120 REM -- ALT PROGRAMDIR. 

130 REM ——- 

140 DIM AN(N,N) ,AB(N,N) ,P(N) 

150 FOR Izi TON 


160 FOR Jzi TON 

170 ANCI,I)-A(I,J) 

180 AB(I,J)-A(I,J) 

190 NEXT J 

200 NEXT I 

210 FOR L>i TON 

220 P(L)-0 

230 FOR 1-1 TON 

240 P(L)-P(L)*AN(I,1) 
250 NEXT I 

260 P(L)-P(L)/L 

270 FOR 1-1 TON 

280 AB(I,I)-AB(I,1)-P(L) 
290 NEXT I 

300 FOR 1-1 TON 

310 FOR J-1 TON 

320 ANCI,J)0 

330 FOR K-1 TON 
340 ANCI,I)-ANCI,I)*ACI,K)*AB(K,I) 
350 NEXT K 

360 NEXT J 

370 NEXT I 

380 FOR 1-1 TON 

390 FOR J-1 TON 

400 AB(I,IJ)-ANC(I,JI) 
410 NEXT J 

420 NEXT I 

430 NEXT L 

440 FOR 1-1 TO N: P(1)--P(1): NEXT I 
450 RETURN 


470 REM -- BATRSTOW METODU ILE KAREKTERISTIK POLINOMUN 
480 REM -- KOKLERINİI HESAPLAYAN ALT PROGRAM. 

500 P-0 : (-0 : EPS-0.00001 

520 B(1)-PP(1)-P 

530 B(2)-PP(2)-P4B(1)-0 
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540 FOR 1-3 TON 

550 B(I)-PP(I)-P*B(1-1)-0XB(1-2) 
560 NEXT I 

575 C(0)-1 

580 C(1)-B(1)-P 

590 C(2)-B(2)-P*C(1)-0 

600 FOR 1-3 TO N-1 

610 C(1)-B(I)-P*C(1-1)-04C(1-2) 
620 NEXT I 

640 C(N-1)-C(N-1)-B(N-1) 

650 DELP-(B(N-1)4C(N-2)-B(N) *C(N-3))/(C(N-2)72-C(N-1)4C(N-3)) 
660 DELG-(B(N) *C(N-2)-B(N-1)X#C(N-1))/(C(N-2) 72-C(N-1)*C(N-3)) 
670 P-P*DELP 

680 0-0*DELO 

690 CHK-ABS(DELP) #ABS (DELO) 

700 IF (CHK<1.E-5) THEN 710 ELSE 520 
710 RETURN 

712 IF (N-2) THEN 714 ELSE 720 

714 P-PP(1): G-PP(2) 

720 DELTA-P*P-4*0 

730 IF (DELTA<0) THEN 800 

740 DELTA-SGR(DELTA) 

750 X1-0.54x(-P*DELTA) : X2-0.54#(-P-DELTA) 
760 PRINT 

770 PRINT "X—-";X1 : PRINT "X-";X2 
790 RETURN 

800 DELTA-SGR(-DELTA) 

810 RE--0.5*P : IM-0.54DELTA 

830 PRINT "X>";RE;"A" IM," i" 

840 PRINT "X>";RE,"—" IM," ji" 

860 RETURN 


ÖRNEK 6. Aşağıdaki matrisin karakteristik polinomunun katsayıların Leverrier- 
Faddeev metodu uyarınca bulunuz. 
4 5 7 
3 2 —I 
4 4 —3 


ÇÖZÜM: Aj—A ve A,—A olduklarından, 


3 
P| 3/05 4424(-3)-3 
izl 


bulunur. 
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Şimdi A; matrisini kurarsak, 


4 5 7 1 0 0 ı 5 T 
Apsl3 2 ileal 1 kli <a 
4 4 —3 00 1 4 4 —6 
elde edilir. 


4 5 7 1 5 7 47 43 —I9 
A, —A.A,—-(3 2 —1I 3 —Il —1)| —| 5 9 25 
4 4 —3 4 4 —6 4 4 42 


bulunur. A, — A, eşitlendikten sonra P> ise bu matrisin köşegenlerini oluşturan elemanlar 
vasıtasıyla hesaplanır. 


4 42 
a, 


bulunur. Tekrar A; yi hesaplarsak, 


AT 43 —19 1 0 0 ğe SAZ, 13 
A,—-| 5 9 25 |-(49)/o 1 ol-| 5 -4 25 
4 4 42 0 01 e ii EZ 


elde edilir. A,, ise 


4 5 7 —2 43 19 45 0 0 
A, —AA,-|(3 2 -—1I 5 —40 25|J)>—|(0 45 0 
4 4 —3 4 A —7 0 0 45 


bulunur ve son olarak P; hesaplanır. 


İ o 45445445 


P; — — (ai)  . — — 45 
BE 3 


Bundan sonra katsayıların işaretleri değiştirilirse, P, — —3, P»> — —49 ve P, — —45 değer- 
leri elde edilir. Karakteristik polinom, sonuç olarak, 


A» — 3A2 — 494 — 45 —0 


şeklinde yazılır. Karakteristik polinomun kökleri özdeğerleri vereceğinden, polinomun 
köklerinini standart bir alt programla hesaplarsak A, — —1, Ao — —5 ve Aş — 9 bu- 
lunur. Tekrar A,, matrisi hesaplanacak olursa, A,, matrisinin bütün elemanlarının sıfır 
olduğu görülecektir. Böylece yapılan işleminde doğruluğu kontrol edilebilir. 
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Program 10. Örnek 6 için hazırlanan BASIC ana program örneği. 


10 READ N 

15 DIM A(N,N) ,PP(N) ,B(N) ,C(N) 

20 FOR 1-1 TO N: FOR J-1 TO N: READ A(1I,J): NEXT J,I 

25 GOSUB 100 

30 CLS : PRINT" KARAKTERİISTIK POLINOM" 
35 FOR 1-1 TO N: PRINT P(1); : PP(I)-P(1): NEXT I: PRINT : PRINT 
38 IF (N-2) THEN 45 

40 GOSUB 490 

45 GOSUB 712 

50 FOR 1-1 TO N: PP(1)-B(1): NEXT I 

55 NEN-2 

60 IF (N>-3) THEN 40 

65 IF (N-2) THEN 45 

70 IF (N-1) THEN PRINT "X-";-B(1) 

75 DATA 3 

80 DATA 4,5,7,3,2,-1,4,4,-3 

85 END 


Üç köşegenli matrislerde özel bir durum için özdeğerler analitik olarak hesaplanabilir- 
ler. Bu nedenle, bu gurup içine giren matrislerin özdeğerleri verilen formülden hesaplan- 
malar daha doğru olur. 


N.nci mertebeden üç köşegenli matris 


a b 
ca b 


şeklinde veriliyorsa (burada a, b ve eler sabitlerdir ve b — c olması şartı yoktur), o zaman 
matrisin N tane özdeğeri, 


İT , 
Axa 2Vbecos (5) ÇİZİN (8.58) 


ifadesinden i.nci özvektörün j.nci elemanınıda, 


(ON c İ. (WEN RR EN 
v; — (5) sin (2), GN. SİLİN (8.59) 


ifadesinden hesaplanır. Bu formüllerin bilinmesi birçok karakteristik değer probleminin 
çözümünde oldukça faydalıdır. 
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8.9 KARAKTERİSTİK DEĞER PROBLEMİ 


Karakteristik değer problemi, diferansiyel denklemi verilen sınır şartlar altında sağlayan, 
özdeğer veya özdeğerlerin bulunması problemidir. Örneğin, y” 4 k2y — O diferansiyel 
denkleminde & bir bilinmeyen olmakla beraber diferansiyel denklemin sınır şartlar bil- 
inmekte (örneğin, y(0)—y(1)—0) olsun. (o Denklemin bir çözümünün y(x) — 0 olduğu 
görülmektedir. Bu çözüme aşikar çözüm denir, ve bu çözümle biz genellikle ilgilenmeyiz. 
Fakat diferansiyel denklemin sıfırdan başka ve & değerine bağl bir veya birden fazla çözümü 
vardır. Sınır şartların sağlayan £ değer veya değerleri, ve bu k değelerine denk gelen çözüm 
vektörleri mevcuttur. İşte bu problemde £ bir özdeğer ve diferansiyel denklemin çözümü 
de özvektördür. 


Bu problemi analitik olarak çözmek istiyelim. Diferansiyel denklemin homojen çözümü 
y(a) —cıcoska *casink 
olarak bulunur. Sınır şartların incelersek, sol sınır şartından, 
y(0) —cıcos0-4*casinO0— cı 0 
elde edilir. Şimdi de sağ sınır şartını incelersek, 
y(1) —casink—0 


eşitliğinin sağlanabilmesi için k—nx,n—1,2,3,... değerlerini almalıdır. (Eğer ca — 0 
alırsak, o zaman aşikar çözümü buluruz oysa biz aşikar çözüm dışındaki çözümleri ara- 
maktayız.) Böylece, £ nın birden fazla değer alabileceğini görmüş olduk. Dolayısıyla, &'yı 
k,, olarak indisli şekilde gösterebiliriz. 


Şimdi de problemin nümerik çözümü ile ilgilenelim. Problemin çözümü sınır değer 
problemine benzemektedir. Ilk önce fark denklemleri çıkartılır. (0,1) aralığını M eşit 
parçaya böldükten sonra türev yerine merkezi fark formülünü yazarsak, 


Yişi — 2yi t yi-i 
- 2 — 4 k?y, <0, iZ0()M (8.60) 


genel fark denklemini elde ederiz. Mamafih, yo — y(0) — 0 ve yy — y(1) — O olarak 
verildiğinden (yani, uç noktalar bilinmekte) bilinmeyen sayımız (M — 1) dir. Denklem 
(8.60)'ı h? ile çarptıktan sonra fark denklemini i — 1 için yazarsak, 


—2yı 4 ye — —(kh)İyi 
elde ederiz. Aynı işlemi i — M — 1 için tekrarlarsak, bu kez 
YM 2 — 2ym—ı > —(kh) ya 
bulunur. Öte yandan, orta naktalar için, i — 2(1)(M — 2), genel fark denklemi, 


Yi-1 — 2yi $ yişı > —(kh) İyi 
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şeklinde yeniden düzenlenebilir. Görüldüğü üzere fark denklemleri (M — 1).nci mertebeden 
üç köşegenli bir matris oluşturup, matris sistemi 


—2 1 yı yı 
ı —2 1 y2 y2 
ı -—2 1 y3 y3 
i — —(kh)? (8.61) 
ez YM—2 YM—2 
1 —2 YM—1 YM—I 
şeklindedir. Matrisi A ve çözüm vektörünü Y ile gösterir ve A — —(kh)? alırsak, Denklem 


(8.61), 

AY —-AY 
matris denklemi şeklinde de yazılabilir. Buradan da problemin nasıl bir özdeğer problemine 
dönüştüğü görülmektedir. Ayrıca, matrisin elemanlarının sabit olduğuna dikkat edilecek 
olursa Kısım 8.8'de özdeğerler için verilen formülün uygulanabileceği anlaşılır. Diğer bir 
değişle a ——2 veb —c— 1 olduklarından, özdeğerler 


Ai ——242cos(in/M), i—1(1)(M—1) 


olarak bulunur. Bu formülden sadece A; ve Aş'yi, sırasıyla —0.0978869 ve —0.381966 
bulunur. Diğer taraftan, k? için 


DU —0.0978869 
2 ak emar ene i 
a o 9.78869 
ii A 0.381966 
A ağn — 38.1966 
z h2 (0.1)2 


elde edilir. 


Yukarıda analitik çözümden bulduğumuz £? değerleri ile karşılaştırırsak n — 1 için 
ki — nm? — 9.8696 ve k? — (2)? — 39.47864 olduklar görülür ki yaklaşık olarak aynı 
sonuçlar elde ettik. Diğer özdeğerler için de aynı durumun söz konusu olduğu gösterilebilir. 
Burada özdeğerleri yaklaşık olarak bulmamızın nedeni diferansiyel denklemde türev yerine 
koyduğumuz ve kesme hataları içeren fark formüllerinden kaynaklanmaktadır. Aralık sayısı 
arttırılarak hem özdeğerler hem de çözüm vektörleri daha hassas hesaplanabilir. 


ÖRNEK 7. Aşağıda verilen karakteritik değer problemini çözünüz. 


d dy 
1g 27 
ZE k *a) > * Ay —0 


y(0) —y(1) <0 
ÇÖZÜM: Bu örnekte de, aynı bir önceki örnek gibi, (0,1) aralığı M eşit parçaya 


bölünür. Daha sonra sınırda fonksiyon değerleri de bilindiklerinden (M — 1) bilinmeyen 
oluşur. Diferansiyel denklemi türevler alındıktan sonra, 


(14 2)y” 4201 $2)y 4 Ay 0 (8.62) 
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şeklinde yazmamız fark denklemlerinin türetilmesinde kolaylık sağlayacaktır. 


Şimdi fark denklemini aralık sınırlar içindeki herhangi bir &; için yazarsak, 


i41 — 2Yi t Yi ik — Yi— 
(14 22) (e yi KY -) e) (zu y 2) 4 0 (8.63) 


h? h 
elde ederiz. r; — (1 4 x;)/h şeklinde yeni bir indisli değişkeni kolaylık olsun diye tanımla- 
dıktan ve ortak çarpanlar altında topladıktan sonra, fark denklemi 
rilri — Üyia — 2rjyi $ Till # ri)yişi > —Ayi (8.64) 
olarak elde edilir. Bir sonraki aşama sınır değerleri için fark denklemlerinin elde edilme- 


sidir. Sol sınır için Denklem (8.64)'de i — 1 alırsak, 


—2riyi 4 ri(l #ri)ye > —Ayı 
ve sağ sınır için değ — M —1 alınmasıyla, 


TM — PM YMM 2 — Or a YM 1 —Aymı 


elde edilir. Bu son iki fark denklemde yo ve yı; değerleri sıfır olduklarından yer almamak- 
tadırlar. Orta noktalar için, i — 2(1)(M—2), Denklem (8.64) geçerlidir. Sistemimizi matris 
formunda ifade etmek ve gösterimde kolaylık sağlamak sağlamak için yeni değişkenler, yani 


bat), di — —2r? ve &;j — T;(1 # ri) tanımlayalım. Bu şartlar altında sistem 
dı aı yı yı 
b d, a y2 ye 
b» da a3 y3 y3 
; : N i — —A , (8.65) 
bu-> dmw-> am-: YM—2 YM-—2 
bM-ı aM-ı YM—I YM—I 


halini alır. M — 5 için sistem sayısal olarak incelendiğinde Denklem (8.65) teki üç köşegenli 


matrisin 
—72 42 0 0 


42 —98 06 0 
0 06 —128 72 
0 0 72  —162 


olduğu görülür. Matris simetrik olmadığı için karakteristik polinomunu bularak özdeğerleri 
hesaplamamız gerekir. BASIC program yardımıyla karakteristik polinom, 


Aİ $ 46043 - 67008A2 -- 3.44469 x 105) £ 4.57228 x 107 —0 


olarak bulunur. Karekteristik polinomun kökleri 
Al — —230.08, Az——138.3, A3— —71.53, Aş— —20.1 


olarak elde edilir. 
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ÖRNEK 8. Aşağıda verilen karakteristik değer problemini çözünüz. 
y'xka”y—0,  y(0) ya) —0 


ÇÖZÜM: Burada da aynı şekilde (0,7) aralığı M eşit parçaya bölündükten sonra 
diferansiyel denklemin fark denklemi yazılırsa, 


Yişı — 2Yi tk yi-ı 
ze NR | kayi —0 
veya 
Yiı — 2yi * Yeşi > —(kh) ay 
elde edilir. Buarada h — 7/M olup A — —(kh)? tanımlarsak (7; — ih, i — O(I)M 
olacaktır) 


—2 1 yı r; yı 
i EDA yi yo 3 ya 
. . . . —A . 
e YM-9 in3 YM-2 
1 —2/ Nym-ı Tı) Nym-i 
veya 
AY — )BY 


şeklinde bir özdeğer problemiyle karşılaşırız. Burada A matrisi simetrik ve B matrisi de 
köşegen matris olduğundan, Choleski parçalama metodunu uygulanarak özdeğer problemi, 
CZ—AZ formunda özdeğer problemine dönüştürülebilir. Problemi M — 5 için çözersek 
bilinmeyen sayısı 4 olur. Bu durum için matris sistemi Choleski parçalama metodunun 
uygulanmasıyla, 


—5.066058 Oo 1.266515 
1.266515 o—1.266515 00.4221715 
00.4221715 —0.562895 o0.2110857 
0.2110857 o —0.3166286 


bulunur. Bu matris simetrik üç köşegenli olduğundan, doğrudan doğruya OL algorit- 
masının uyulanmasıyla, A özdeğerleri sırasıyla -5.452617, -1.173495, -0.466182, -0.1198024 
bulunur. k?'nin, yani problemin gerçek özdeğerleri ise (başta yaptığımız tanımlamayı 
hatırlayacak olursak) £? — —A/h? den hesaplanırlar. Bu değerlerin de hesaplanması 
sonucu k? ler A ile aynı sırayla 13.8116, 2.9725, 1.1808, ve 0.3034 olarak bulunur. 
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Bu bölümde simetrik matrislerin özdeğerleri ve özvektörlerinin hesaplanması için sıkça 
kullanılan alt programlardan bazılarına değinilmiştir. Simetrik olmayan matrisler için de 
karakteristik polinomun bulunması ve çözümü önerilmektedir. Fakat matrisin boyutu 
arttıkça karakteristik polinom ile özdeğerlerin bulunması pratik olmamaktadır. Özdeğer 
problemleri genellikle karakteristik değer problemlerinin çözümünde karşımıza çıkması ne- 
deniyle bu problemlerde matrisler üç köşegenli olabilmekte ve özdeğerler özel durumlar 
için analitik olarak hesap edilebilmektedir. Özdeğerlerin analitik çözümü mümkün olduğu 
durumlarda nümerik tekniklere tercih edilmeleri gerekir. 


Öte taraftan, maksimum özdeğerler de çeşitli problemlerin analizlerinde gerekli olmak- 
tadır. Bu problemlerden biri de SOR metodu ile bir denklem sisteminin çözümünde hesa- 
planması arzu edilen optimum hızlandırma parametresi için Jacobi iterasyon matrisinin 
maksimum özdeğeri oluşturmaktadır. Maksimum özdeğerin hesabında vazgeçilmez yegane 
metod Power metodudur. 


Özdeğer problemi AX—AX standart formunda değil ise, o zaman Choleski parçalama 
metodu vasıtasıyla standart özdeğer problemi formuna dönüştürülmelidir. 


PROBLEMLER 


8.1 Üç köşegenli simetrik olmayan bir matrisin maksimum özdeğerini hesaplayan bir BA- 
SIC program yazınız. 


8.2 Herhangi bir A matrisinin en küçük özdeğerini hesaplayan bir BASIC program yazınız. 


8.3 Aşağıdaki matrislerin özdeğer ve özvektörlerini Jacobi metodunu kullanarak bulunuz. 


5. 3“1 75 bi 
gddl2x3 Mp 
(a) |1 13861, (0) 
NR 
vg 2 
6 3 61 8 


8.4 Verilen matrislerin maksimum ve minimum özdeğerlerini Power metodu ile hesaplayın. 


4 <3 3 <r8 
5 Vİ 4.7 

3-38 
KS dr 
(a) Go) (0) ME e 
EM e e 
8 7 51 A 


8.5 Aşağıdaki matrisleri Householder metodu ile üç köşegenli matris formuna dönüştürün. 
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Se e 
9 5 11 3 8 

BL. 5 e e 

(a) (6) Mez İn “iğ 
Sk SE 

GE V | 

De 2 li 
Seba 3 


8.6 Aşağıdaki üç köşegenli matrislerin özdeğerlerini OL algoritmasını kullanarak bulunuz. 


ı 2 
a; DO. Zİ 
2.4 1 
16-7 a 
(a) (> 4 Sk <3 
7 
esi —2 6 5 
vE 5 7 8 
8 15 


8.7 AX—ABX şeklinde verilen özdeğer problemlerini standard CZ—AZ şekline dönüştür- 
dükten sonra çözünüz. 


4 yg | ekd 3 
9g 74 9 e 
O e yi Bl 86 
3 2 6 3 3 —2 6 16 
NN 6 6 
Ya 3 İV 
ee 2 & B-l, no 3 5 
6 MK e. 


8.8 Aşağıdaki matrislerin karakteristik polinomların bularak özdeğerlerini hesaplayın. 


1 0 3 0 7 


a 5 —2 6 5 1 0 
(a) ” (b) 2 11 0 6 -—3 
2 0 6 -—6 
Se —7 6 0 1 15 
0 8 —9 0 9 
8.9 Aşağıdaki karakteristik değer problemlerini çözünüz. 
(a) y"4*(Aİ—1)2y—0, y(1)—0, y(1) —0 
(b) sinzy” #coszy'4Ay—0, y(0)—0, y(r/4)—0 
(©) May" kay)—2”y—0, y(0)—0, y(2.5)— 
(d) (2 y)'—a*Ny—0, y(0)—4,  y(2)—0 
(©) y” #k2y—0,  y(0)—y(1) <0 
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BÖLÜM 9. EKLER 


EK-1: GAUSS-LEGENDRE KUADRATÜRLERİ 


EL; 


Wi 


0.57735 02691 


1.00000 00000 


0.00000 00000 
0.77459 66692 


0.88888 88889 
0.55555 550506 


0.33998 10435 
0.86113 63115 


0.65214 51548 
0.34785 48451 


0.00000 00000 
0.53846 93101 
0.90617 98459 


0.56888 88889 
0.47862 86704 
0.23692 68850 


0.23861 91860 
0.66120 93864 
0.93246 95142 


0.46791 39345 
0.36076 15730 
0.17132 44923 


0.18343 46424 
0.52553 24099 
0.79666 64774 
0.96028 98564 


0.36268 37833 
0.31370 66458 
0.22238 10344 
0.10122 85362 


10 


0.14887 43398 
0.43339 53941 
0.67940 95682 
0.86506 33666 
0.97390 65286 


0.29552 42247 
0.26926 67193 
0.21908 63625 
0.14945 13491 
0.06667 13443 


16 


0.09501 25098 
0.28160 35507 
0.45801 67776 
0.61787 62444 
0.75540 44083 
0.86563 12023 
0.94457 50230 
0.98940 09349 


0.18945 06104 
0.18260 34150 
0.16915 65193 
0.14959 59888 
0.12462 89712 
0.09515 85116 
0.06225 35239 
0.02715 24594 


20 


0.07652 65211 
0.22778 58511 
0.37370 60887 
0.51086 70019 
0.63605 36807 
0.74633 19064 
0.83911 69718 
0.91223 44282 
0.96397 19272 
0.99312 85991 


0.15275 33871 
0.14917 29864 
0.14209 61093 
0.13168 86384 
0.11819 45319 
0.10193 01198 
0.08327 67415 
0.06267 20483 
0.04060 14298 
0.01761 40071 


EK-2: GAUSS-LAGUERRE KUADRATÜRLERİ 


di 


Wi 


0.58578 64376 
3.41421 35623 


8.53553 390593 E—O1 
1.46446 609407 E—O1 


0.41577 45567 
2.29428 03602 
6.28994 50829 


7.11093 009929 E—O1 
2.78517 733569 E—Ol 
1.03892 565016 E—02 


0.32254 76896 
1.74576 11011 
4.53662 02969 
9.39507 09123 


6.03154 104342 E—Ol 
3.57418 692438 E—Ol 
3.88879 085150 E—02 
5.39294 705561 E—04 


0.26356 03197 
1.41340 30591 
3.59642 57710 
7.08581 00058 
12.64080 08442 


5.21755 610583 E—Ol 
3.98666 811083 E—O1 
7.59424 496817 E—02 
3.61175 867992 E—03 
2.33699 723858 E—05 


0.17027 96323 
0.90370 17767 
2.25108 66298 
4.26670 01702 
7.04590 54023 
10.75851 60101 
15.74067 86412 
22.86313 17368 


3.69188 589342 E—Ol 
4.18786 780814 E—O1 
1.75794 986637 E—O1 
3.33434 922612 E—02 
2.719453 623523 E—03 
9.07650 877336 E—05 
8.48574 671627 E—07 
1.04800 117487 E—09 


12 


0.11572 21173 
0.61175 74845 
1.51261 02697 
2.83375 13377 
4.59922 76394 
6.84452 54531 
9.62131 68424 
13.00605 49933 
17.11685 51874 
22.15109 03793 
28.48796 72509 
37.09912 10444 


2.64731 371055 E—Ol 
3.17159 275873 E—Ol 
2.44082 011320 E—O1 
9.04492 222117 E—02 
2.01023 811546 E—02 
2.66397 354187 E—03 
2.03231 592663 E—04 
8.36505 585682 E—06 
1.66849 387654 E—07 
1.34239 103052 E—09 
3.06160 163504 E—12 
8.14807 746743 E—16 
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EK-3: GAUSS-HERMITE KUADRATÜRLERİ 


BÖLÜM 9. EKLER 


EL; 


Wi 


0.70710 67811 


8.86226 92545 E—Ol 


0.00000 00000 
1.22474 48713 


1.18163 59006 E--00 
2.95408 97515 E—O1 


0.52464 76232 
1.65068 01238 


8.04914 09000 E—O01 
8.13128 35447 E—02 


0.00000 00000 
0.95857 24646 
2.02018 28704 


9.45308 72048 E—O1 
3.93619 32315 E—O1 
1.99532 42059 E—02 


0.43607 74119 
1.33584 90740 
2.35060 49736 


7.24629 59522 E—Ol 
1.57067 32032 E—01 
4.538000 99055 E—03 


0.38118 69902 
1.15719 37124 
1.98165 67566 
2.93063 74202 


6.61147 01255 E—Ol 
2.07802 32581 E—Ol 
1.70779 83007 E—02 
1.99604 07221 E—04 


10 


0.34290 13272 
1.03661 08297 
1.75668 36492 
2.538273 16742 
3.43615 91188 


6.10862 63373 E—O1 
2.40138 61108 E—Ol 
3.38743 94455 E—02 
1.34364 57467 E—03 
7.64043 28552 E—06 


16 


0.27348 10461 
0.82295 14491 
1.38025 85391 
1.95178 79909 
2.54620 21578 
3.17699 91619 
3.86944 79048 
4.68873 89393 


5.07929 47901 E—O1 
2.80647 45852 E—O1 
8.38100 41398 E—02 
1.28803 11535 E—02 
9.32284 00862 E—04 
2.71186 00925 E—05 
2.32098 08448 E—07 
2.65480 74740 E—10 
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